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A s z o v je t  m atem atika 50 é v é rő l  
A rató  Mátyás
Sokan sz e re tn é n e k  v á la s z t  kapn i o ly an  k é rd é s e k re , hogy m ié rt 
ad kü lö n ö s je le n tő s é g e t  egy nem zetközi k o n fe re n c iá n  a s z o v je t  
m atem atikusok j e l e n l é t e ,  azok e lő a d á s a i  és  a v e lü k  tö r té n ő  be­
s z é lg e té s e k ;  m ié rt v á r já k  s z e r te  a v ilá g o n  tü re lm e tle n ü l  a 
s z o v je t  m atem atikai f o ly ó i r a to k a t ,  az u j köny v ek e t, é s  ennek 
érdekében  még az o rosz  n y e lv  t a n u lá s á tó l  sem r e t te n n e k  v i s s z a .  
Ugyancsak sokan várnak  v á la s z t  a r r a  a k é rd é s re  i s ,  mi a d ja  a 
s z o v je t  m atem atikai k u ta tá so k n ak  a z t  a nagy v a r á z s t ,  a z t  a t e l ­
j e s s é g e t ,  minden uj i r á n t i  é rz é k e n y s é g e t, nagy á t t e k i n t é s t ,  s 
a z t  a nagy m eggondoltságot és  a la p o s s á g o t  az uj irá n y o k  k i a l a ­
k í tá s á b a n .  A s z o v je t  m atem atikai k u ta tá s o k  o lyan  e lő d ö k re  a l a ­
p o z ta k , a k ik  az egész v ilá g o n  is m e r te k ,  ez a z t  j e l e n t i ,  hogy a 
s z o v je t  m atem atikát nem a semmiből k e l l e t t  m egterem teni és n e ­
héz i s  k ü lö n v á la s z ta n i  az o rosz  és  s z o v je t  p e r ió d u s t .  Loba- 
c s e v s z k i j ,  C seb isev , B unyakovszk ij, L japunov , Markov neve a 
m últ sz áz a d  o ro sz  m atem atika i k u ta tá s a in a k  n ev é t f é m je lz ik .
A s z o v je t  m atem atikusok az 6 m unkájukat f o l y t a t t á k ,  s ő t  sokan 
vannak o ly an o k , ak ik  m indkét k o rszakban  d o lg o z ta k , gondoljunk  
csak  Je g o ro v ra , B e m s te in r e ,  L u z in ra , vagy a z o k ra , ak ik  ugyan 
m unkásságukat a c á r i  időszakban  k e z d té k , de életm üvük a szov­
j e t  ko rszakban  t e l j e s e d e t t  k i ,  m int p l .  V inogradov, H incsin  
vagy A lekszandrov  e s e té b e n . Az elődök  egyes k iv é t e le s  t e h e t ­
sé g é t a s z o v je t  ren d sz e rb e n  a te h e ts é g e k  m ódszeres f e lk u t a ­
t á s a  es  tám o g a tá sa  v á l t o t t a  f e l .  A s z o v je t  m atem atika mai nagy 
ö r e g j e i ,  S z ó b ó lje v , P e t r o v s z k i j ,  Kolm ogorov, P o n tr ja g in  és a
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tö b b ie k  -  a n é lk ü l ,  hogy f e ls o ro lá s u k b a n  t e l j e s s é g r e  tö re k e d ­
nénk - ,  egyetem i tan u lm á n y a ik a t már a s z o v je t  re n d sz e rb e n  vé­
g ez ték  é s  a  s z o v je t  m a te m a tik a i i s k o la  m egterem tése v a ló já b a n  
az ő nevükhöz fű z ő d ik . M indegyikük egy-egy  uj m atem atik a i ág 
m eg te re m té sé t, vagy egy u j m atem atik a i ág  m eg a lap o z á sá t, vagy 
egy t e l j e s e n  u j k u t a t á s i  i r á n y  k i a l a k í t á s á t  t ű z t e  k i  c é lu l  és 
ennek érdekében  uj e szk ö z ö k , u j módszerek h a s z n á la tá t  d o lg o z ta  
k i .  M unkásságukat a 2 0 -a s  években k e z d té k , a 3 0 -as  évek so rán  
é r té k  e l  le g h ír e s e b b , le g é rd e k e se b b  e red m én y e id e t, m elyeket 
a z ó ta  i s  k i in d u ló p o n tu l  t e k in te n e k  p a r c i á l i s  d i f f e r e n c iá le g y e n ­
l e t e k ,  vagy  a v a ló s z ín ű sé g e lm é le t  és  m atem atikai s t a t i s z t i k a ,  
vagy to p o ló g ia  és o i f f e r e n c iá le g y e n le te k ,  vagy szám elm éle t t e ­
r ü le té n  é s  e z t  a s o r t  még fo ly ta rh a tn á n d .  De a sz áz a d  e le jé n  
s z ü l e t e t t  nagy m atem atikusok m e l le t t  a 3 0 -as  években m eg je len ­
nek a ma már ugyancsak v i l á g h í r e s ,  idősebb  nemzedékhez ta r to z ó  
m atem atikusok , m int p l .  L innyik ,G negyenkó, K a n to ro v ic s , K e ld is , 
G elfand  é s  a tö b b ie k , a k ik  tan u lm á n y a ik a t az a s p i r a n tu r á ig  be­
z á ró la g  s z o v je t  Isk o lá k b a n  k e z d té k  és v é g e z té k . Az ő nevük i s  
a m atem atika  egy-egy ágának  k u t a t á s a i t  f é m je lz ik ,  m olyeket 
e ls ő s o rb a n  a S zo v je tu n ió b an  v é g e z te k . Ma már nem is m e re t le n e k , 
s ő t n e m ze tk ö z ileg  j ó l  ism e r te k  a 2 0 -as  évek még f i a t a l n a k  t e ­
k in th e tő  m a tem a tik u sa i, m in t R o h lin , M ergelja n ,  L a d iz se n sz k a ja , 
P ro h o ro v , Dünkin és a tö b b ie k ,  a f i a t a l  k o r o s z tá ly  k é p v is e lő i  
-  a 3 0 -a s  évek s z ü l ö t t e i  - ,  ak ik  v é g ig já r tá k  a s z o v je t  matema­
t i k a i  i s k o l á t ,  annak m inden f e g y v e rz e té t  m eg ism erték , módsze­
r e i t  e l s a j á t í t o t t á k ,  s z in té n  nem zetközi h írn é v re  t e t t e k  s z e r t ,  
s z o v je t  f o ly ó i r a to k  c ik k e in e k  n a g y ré sz é t  ők s z e r z ik ,  nem zetközi 
K o n fe ren c iák  v á r t  e lő a d ó i ,  csak  a le g je le n tő s e b b e k e t  e m lítv e ,
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A rnold , K i r i l l o v ,  t í i r j a j e v ,  S z in a j vagy Ib rah im o v , mind-mind egy- 
egy ágában a m atem atikának re n a k iv ü l é rd e k e ssé g g e l b iró  tém ákat 
d o lg o z tak  f e l .  A l e g f ia ta la b b a k  közü l a L e n in -d i ja s  N ovikov, vagy 
M ányint e m lítv e  l á t h a t j u k ,  hogy a s z o v je t  m atem atika k im e r í th e te t ­
le n  u j e rő k k e l r e n d e lk e z ik .
Az orosz  m atem atika i ku ta tásom  K özpontja  P é te r v á r  v o l t .  A s z o v je t  
m atem atikai k u ta tá s o k  k ö z p o n tja  Moszkvába k e r ü l t  á t ,  még a  20 -as  
évek e le jé n  és ez a fo ly a m at te rm é sz e te sn e k  m ondható. A moszkvai 
m atem atikai i s k o l a  k ia la k í tá s á b a n  fo n to s  s z e r e p e t  t ö l t ö t t  be J e -  
gorov és L u z in . E lső so rb an  Luzin v o lt  a z ,  a k i  maga k ö ré  g y ű j tö t ­
t e  a f i a t a l  m a tem a tik u so k a t, az un. l u z i t á n i u s o k a t ,  ak ik  nemcsak 
m int m atem atikusok, hanem m int emberek i s  igyekeznek  K itű n n i,  az 
ak k o ri m atem atikusnak , m atem atikus h a l lg a tó n a k  nem á l l t a k  még 
re n d e lk e z é s é re  modem d iá k s z á l ló k ,  f e n n ta r t á s u k a t  a lk a lm i munkák­
k a l ,  t a n í t á s s a l  vagy a k á r  m int v illam o sk a la u z o k  b i z t o s í t o t t á k .  A 
m oszkvai m atem atika i t á r s u l a t  ü lé sé n  v a ló  r é s z v é t e l ,  az ü lé se k  
u tá n i  h o ssz a s , néha é jsz a k á k b a  nyúló  v i t á k  hoznák meg a z t  az a la ­
p o t ,  amely a m oszkvai m atem atika i é l e t  é l e t r e v a ló s á g á t ,  a  m oszkvai 
m anem atikai é l e t  k i a l a k í t á s á t  b i z t o s í t o t t á k .  Moszkvában k e z d e t t  
k i r a jz o ló d n i  annak képe i s ,  hogy hogyan k e l l  a matematiKa egyes 
á g a iv a l  a jövőben f o g la lk o z n i .  Milyen form ában k e l l  b i z t o s í t a n i  
az egyetem i o k ta tá s  m e l le t t  u j tudósok  n e v e lé s é t ,  u j némák k i a l a ­
k í tá s á n  és ig y  to v á b b .
A m oszkvai m atem anikai é l e t r ő l  tudunk t a l á n  le g tö b b e t ,  de jó v a l  
k ev eseb b e t tudunk a S z o v je tu n ió  egyes k ö z tá r s a s á g a in a k  fő v á ro ­
sa ib a n  k i a l a k u l t  m atem atik a i i s k o lá k r ó l ,  m in t p l .  T a sk e n t! ,
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T b i l i s z i  az A lm a-a ta i, M inszki vagy a K is in y o v i m atem atik a i é l e t ­
r ő l .  P ed ig  ezek az i s k o lá k ,  az i t t  k i a l a k u l t  é l e t ,  az á l t a lu k  K i­
b o c s á to t t  f o ly ó i r a to k  nem kevésüé é rd e k e se k , nem k é p v is e ln e k  a la ­
csonyabb s z ín v o n a la t ,  m in t bárm ely ik  más o rsz á g , S z o v je tu n ió n  
k i v ü l i ,  m atem atika i k u t a t á s a i ,  m atem atika i iro d a lm a . Ezeknek a 
m atem atika i központoknak a  k i a l a k í t á s a  a 3 0 -a s , 4 0 - e s ,  vagy az 
5 0 -es  évek e le j é r e  e s i k .  M e lle ttü k  nagy s ú ly t  h e ly e z te k  a r r a  i s ,  
hogy a r é g i  közpon tok , m in t p l .  Kazán, O dessza, H arkov , Lvov, Gor­
k i j  vagy Szamarkand m atem atik a i é l e t e  i s  v irá g z ó  le g y e n . Uj j e ­
le n s é g  azonban az 50- e s  évek végén m eg indu lt mozgalom, amikor 
egy t e l j e s e n  u j k u ta tó k ö z p o n t l é t r e h o z á s á t  tű z té k  k i  c é lu l ,  ennek 
az uj központnak  -  N o v o sz ib irszk n ek  -  a s z i b é r i a i  m atem atikai ku­
t a t á s o k ,  m atem atikai o k ta tá s  i r á n y í t á s a  le s z  a c é l j a .  Az o d a k e rü lt  
h i r e s  m atem atikusok ma a r a t j á k  be e ls ő  te rm é s ü k e t;  az e lm últ évek­
ben v é g e z te k  az e ls ő  n o v o s z ib ir s z k i  egyetem i h a l lg a tó k ,  ak ik  nagy­
ré s z e  k u ta tó in té z e te k b e  k e r ü l ,  vagy a n o v o s z ib ir s z k i  egyetemen 
m arad. A n o v o s z ib ir s z k i  központ m egterem tése nem j e l e n t e t t e  a z t ,  
hogy a v á ro s  f e l é p í t é s e  u tán  f o g la l já k  e l  a k u ta tó k  a h e ly ü k e t, 
h isz e n  S zo b o ljev , L av ren ty e v  az e ls ő  faházak  m egép ítésében  i s  
r é s z t  v e t te k  már és  az egész  é p i t é s i  fo lyam at so rá n  r é s z t  v e t te k  
magának a városnak  a  lé tre h o z á s á b a n  i s .  Az é l e t  minden munkájá­
ban v a ló  r é s z v é te l  az eg y ik  o lyan  tu la jd o n s á g a  a  s z o v je t  matema­
tik u s o k n a k , amely nagyon ta n u ls á g o s  l e h e t  minden k ü l f ö ld i  k u ta ­
tó  szám ára i s .
Ezek u tán  b e sz é ljü n k  néhány sz ó t a r r ó l  i s ,  hogy m ilyen  m ódszerek­
k e l  é r té k  e l  S z o v je tu n ió b an  ezen r ö v id  50 év  a l a t t  a z t ,  hogy a
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néhány t i z e s ,  e s e t l e g  sz áz a s  lé tszám ú  k u ta tó g á rd á t  fe le m e ljé k  
tö b b e z re s ,  t i z e z r e s  lé tszám ú v á . Hogyan é r té k  e l  a S zo v je tu n ió b an  
a z t ,  hogy a m atem atika minden ágában k im a g a s ló t tu d ta k  e l é r n i ,  
nem b e szé lv e  a r r ó l ,  hogy a m atem atika le g tö b b  ré sz é b e n  a  szovjei 
m atem atikai k u ta tá s o k  nem zetközi k u t a t á s  é lv o n a lá t  j e l e n t i k .  
H iszen nem v é le t le n  a z ,  hogy a m últ é v i  m atem atikus k ong resszu ­
son Moszkvában a ré s z tv e v ő k  több  m int f e l e ,  tö b b  m int 2.500 ma­
te m a tik u s  s z o v je t  v o l t ,  é s  az e lő ad áso k  n a g y ré s z é t  i s  s z o v je t 
m atem atikusok t a r t o t t á k ,  annak e l l e n é r e ,  hogy az e lő ad áso k  k i ­
v á lo g a tá s a  nem a je le n tk e z é s e k  egy szerű  e lfo g a d ásá b a n  á l l t .  A 
s z o v je t  m atem atikusok a m atem atikai k u t a t á s  e ls ő  m egszervezésé­
t ő l  kezdve e lső re n d ű  fe la d a tu k n a k  t e k i n t e t t é k  a m atem atika min­
den ágában v a ló  f o g la lk o z á s  sz ü k sé g e sség é t S z o v je tu n ió -b e li  
s z in te n .  E lk é p z e lh e te tle n n e k  t a r t o t t á k  u g y a n is , hogy a matema­
t i k a  m egfe le lő  módon f e j lő d jö n ,  ha az egyes ágak nem s e g í t ik  
egym ást, nem l á t j á k  e l  m egfe le lő  f e g y v e r z e t te l  a rokon k u ta tá s i  
t e r ü l e t e k e t .  A s z o v je t  m atem atikai k u ta tá s o k a t ,  m atem atikusokat 
az e ls ő  é v e k tő l kezdve je l le m z ik  a minden u j i r á n t i  fogékonyság . 
ez nemcsak az uj k u t a t á s i  i rá n y  é s z re v é te lé b e n  á l l ,  m in t p l .  a 
4 0 -e s  évek végén ahannon á l t a l  k id o lg o z o t t ,  vagy f e l f e d e z e t t  
in fo rm á c ió e lm é le t k u ta tá s a in a k  S zo v je tu n ió b an  tö r té n ő  m egszer­
vezésében , hanem o lyan  u j s z e rv e z é s i  form ák k ip ró b á lá s á b a n  i s ,  
m int p l .  p a r c i á l i s  d i f f e r e n c iá le g y e n le te k  k o llokv ium  sze rv ezése  
az am erik a i k u ta tó k k a l  N o v o sz ib irszk b e n . Ennek a kollokvium nak 
a h a tá s a  p á r  év re  m eg h a táro z ta  a k u t a t á s i  i r á n y o k a t .  J ó v a l ke­
v eseb b e t tudunk már a z o k ró l a p ró b á lg a tá s o k ró l ,  am elyek je le n ­
le g  un . n y á r i  i s k o lá k  cim en fo ly n ak  a S z o v je tu n ió b a n . I ly e n  i s -
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k ó lá t  s z e rv e z te k  már to p o ló g iá b ó l , v a ló s z ín ű s é g e lm é le tb ő l,  d i f ­
f e re n c iá le g y e n le te k b ő l  s t b .  Ezeknek az isk o lá k n a k  e lső so rb a n  az 
a f e l a d a t a ,  hogy m e g je lö l jé k  a k u t a t á s i  i r á n y o k a t ,  f e lh ív já k  szó 
ban azo k ra  a n eh ézség ek re  a f ig y e lm e t, m elyet ha f o ly ó i r a tc ik k e k  
bő i akarnánk  m egism ern i, nagy  k é s é s s e l  szerezn én k  c sak  ró lu k  t u ­
dom ást. A le g u tó b b i U szpéh i M atem aticseszk lh  Nauk számban m egis­
m erhetnek az o lvasók  egy  i ly e n  n y á r i  i s k o l á t  az E rg o d -e lm é le t t e  
r ü l e t é r ő l .
A s z o v je t  m atem atika e g y ik  nagy erénye  a c é l tu d a to s s á g .  Már a 
JO -as évek e le jé n  l á t n i  ennek a k ö r v o n a la i t .  E lső  fe la d a tá n a k  
t e k i n t e t r e  a s z o v je t  m atem atika i k u ta tá so k b a n  az a lk a lm a z o tt 
irán y o k  m e g sz e rv e z é sé t. E zzel k a p c so la tb a n  nem é rd e k te le n  meg­
jegyeznünk a z t ,  hogy s z o v je t  m atem atikusok n a g y ré sz e  te rm é s z e t-  
tu d ó s  i s ,  a szó ig a z i  é rte lm é b e n . T e rm észe ttu d ó s o lyan  é rte le m ­
ben, hogy a m atem atikán b e lü l  i s  o b je k t iv  tö rv é n y sz e rű sé g ek  ku­
t a t á s á t  t a r t j a  sz ü k sé g sz e rű n e k , de te rm é s z e ttu d ó s  abban az é r ­
telem ben i s ,  hogy a m atem atika  m e l le t t  é rd e k l i  a te rm é sz e ttu d o ­
mányok egy-egy  á g a , vagy  több  ága i s .  Ha K e ld is ,  L av ren tyev , 
Obuhov, M i l l ionsikov  n e v é t  e m lit jü k , akkor a m atem atika mel­
l e t t  m egem lítjük  a m echanikában, a f iz ik á b a n  e l é r t  eredménye­
k e t  i s ,  de még az o ly a n , t a lá n  t i s z t a  m atem atikusnak  nevezhető  
k u ta tó  i s ,  m int Kolmogorov a tu r b u le n c ia  e lm é le téb e n  é r t  e l  
o lyan  f e l f e d e z é s t ,  m ely mint f i z i k a i  f e l f e d e z é s  i s  az é lv o n a lb a  
t a r t o z i k .  Az a lk a lm a z o tt  k u ta tá so x  m egszerv ezése , a S zov je tun ió  
f i z i k a i ,  m echanikai in té z e te in e k  m atem atikus e l l á t o t t s á g a  
i r ig y lé s r e m é l tó ,  h is z e n  ez ek e t a k u ta tá s o k a t  o lyan  emberek i r á ­
n y í t j á k  é s  vesznek r é s z t  benne t e l j e s  l e lk e s e d é s s e l ,  ak ik  mint
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t i s z t a  m atem atikusok i s  m egá llnák , s ő t  meg i s  á l l t á k  h e ly ü k e t .
A 3 0 -a s  évek m ásik nagy r e l a d a t a  v o l t ,  a tu d ó sk ép zés  s z e r v e z e t t  
a la p ja in a k  m egterem tése . I t t  e ls ő s o rb a n  az a s p i r a n tu r a  a z ó ta  i s  
v irá g z ó  in tézm ényére  gondolok. De f e l a d a t a  v o l t  a 3 0 -a s  évek ó ta  
a s z o v je t  m atem atika i k u ta tá so k n ak  az egyetem i o k ta tá s  m egszerve­
z é se  i s ,  h is z  az egyetem i o k ta tá s  anyagának á lla n d ó  m eg fe le lő  
sz ín v o n a lo n  va ló  t a r t á s a  nem eg y sze rű  f e l a d a t .  A k ö z é p is k o lá k k a l 
v a ló  fo g la lk o z á s  az utóbDi években k e r ü l t  a k ö z p o n ti íe la d a to k  
s o rá b a . E rrő l  m eggyőződhettünk p l .  a b o lg á r  m atem atikus k o n g re sz -  
szuson  i s ,  ahol k é t  e lő a d á s t  i s  h a l lh a t tu n k  e r r ő l  a té m á ró l .  A 
le g i l l e té k e s e b o e k tő l  M arkusevics ésGnegyenkó a k ad ém ik u so k tó l.
Az 5 0 -e s  és 60 -as  évek egy ik  K özponti f e l a d a ta  az a lk a lm a z o tt  
m atem atik a i irán y o k  k i t e r j e s z t é s e  a S z o v je tu n ió b a n . Ez nemcsak 
uj in tézm ények , u j f o ly ó i r a to k  m egje lenésében  tü K rö ző o ik , bár 
ez sem le b e c sü le n d ő . H iszen a Moszkvában nemrég m eg a lak u lt a l ­
k a lm a z o tt m atem atikai i n t é z e t ,  vagy az in fo rm a c ió á ta d á s i  i n t é ­
z e t  tö b b  százas  létszám m al d o lg o z ik . A régen  is m e r t  s z o v je t  
D okladü, U szpéh i, I z v e s z t i j a  és S zborny ik  m e l le t t  az u j fo ly ó ­
i r a t o k  töm egei je le n n e k  meg az in fo rm á c ió e lm é le t , v a ló s z ín ű s é g ­
e lm é le t  és  fu n k c io n á l a n a l í z i s t ő l  egészen  a d i f f e r e n c iá le g y e n le ­
te k  e lm é le té ig ,  vagy k ib e r n e t ik a i  f o ly ó i r a to k ig .  Az a lk a lm a z o tt 
k u ta tá s o k  m eg b ecsü lé sé t, az a lk a lm a z o tt  k u ta tá s o k  k ö z p o n ti  sz e ­
r e p é t  b iz o n y l t j a ,  hogy a S zo v je tu n ió b an  az u tó b b i években e ls ő ­
so rban  o lyan  munkák r é s z e s ü l te k  L e n in -d i jb a n , melyek a modern 
k u ta tá s o k  egyik  k ö z p o n ti tém ájának  az un . o p t im á lis  fo lyam atok  
v iz s g á la tá n a k  eredm ényeit ju ta lm a z z á k . I ly e n  irá n y ú  k u t a t á s a i ­
é r t  r é s z e s ü l t  e lism erésb en  P o n tr ja g in  és k u ta tó c s o p o r t ja ,  G lus- 
kov , Tyihonov és mások i s .  Sokakat é rd e k e l ,  hogy m ilyen  a v i ­
szony a S zo v je tu n ió b an  a f i a t a l  é s  id ő s  m atem atikusok k ö z ö t t .
Ez a v isz o n y  nagym értékben m e g h a tá ro z h a tja  egy o rszágon  b e lü l
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a k u ta tá s o k  m en e té t, ügy gondolom ezen  a t é r e n  a s z o v je t  matema­
tik u s o k  m e g ta lá l tá k  a z t  a  h an g o t, a z t  a m ódszert, mely nagy e re d ­
mények e l é r é s é t  t e s z i  l e h e tő v é .  A rró l van ugyanis s z ó , hogy meg­
f e l e lő  v e z e té s  e se té n  20—25 éves m atem atikusok képesek  k im agasló  
eredmények e lé r é s é r e .  E z t p r ó b á l já k  é s  p ró b á l tá k  k ih a s z n á ln i  a 
s z o v je t  m atem atikusok . M egfelelő  k é p z é s s e l ,  m eg fe le lő  o k t a t á s s a l ,  
m eg fe le lő  i r á n y í t á s s a l  a  szükséges ism e re te k  m egszerzése néhány 
év f e l a d a t a .  A k i j e l ö l t  p rob lém ával v a ló  fo g la lk o z á s  v is z o n t  le g ­
tö b b sz ö r  nem j e l e n t  m ást, m int u j ö t l e t e k ,  f r i s s  e lk é p z e lé s e k  be­
v e z e té s é t  é s  ha e z t  t e l j e s  o d a a d ássa l v é g z ik , az eredm ények nem 
m aradhatnak e l .  E rre  néhány H ilb e r t  f e l a d a t  m egoldása kapcsán  
s z e m lé le te s  b iz o n y í tá s t  i s  k ap h a tu n k . E z é r t  van a z , hogy a L en in - 
d i ja k  o d a íté lé s é b e n  f i a t a l  m atem atikusok nagy f e l f e d e z é s e k é r t  r é ­
sz esü ln e k  ebben a ju ta lo m b a n . A f i a t a l o k ,  idősebbek  v isz o n y á t 
a la p v e tő e n  m eghatározza , hogy egy u j eredmény e lé r é s e  e s e té n  nem 
le h e t  le m é rn i f i a t a l  m a te m a tik u s ró l, vagy idősebb  m atem a tik u sró l 
van sz ó . Azt t a r t j á k ,  hogy k u ta tá s b a n  m indenki egyenrangú . Az 
idősebb  m atem atikusok munkája -  nagy  á t t e k in t ő  képességük  m ia tt  
i s  -  nem csak az i r á n y í tá s b a n ,  hanem a  k u ta tá s o k  m egszervezésében 
i s  e ls ő re n d ű  fo n to s s á g ú . E z t a munkát k e l l  é ssze rű en  a m eg fe le lő  
a rány  b e ta r tá s á v a l  m ego ldan i. Az em beri k a p c so la to k  e z e r f é l e s é ­
gére  i s  v á la s z t  kaphatunk  a  S z o v je tu n ió  m atem atikus é le té n e k  
v iz s g á la tá b a n ,  a S z o v je tu n ió  m atem a tik a i é le té b e n  v a ló  r é s z v é te l  
s o rá n . E zek re  a k a p c s o la to k ra  e ls ő s o rb a n  a n y í l t s á g  es  minden 
h á tsó  g o n d o la tn é lk ü lis é g  a je l le m z ő ; e n é lk ü l e g é sz s é g e s , f e j lő d ő ,  
é le tk é p e s  m atem atika i é l e t  e lk é p z e lh e te t le n  le n n e . A s z o v je t  ve­
z e tő  m atem atikusok n a g y ré sz e  fo g la lk o z ik  a z z a l i s ,  hogy a s z é le s  
néptöm egeket t á j é k o z ta s s a  a m atem atik a i k u ta tá so k  h e ly z e té r ő l ,  
m atem atik a i k u ta tá s o k , vagy o k ta tá s  p ro b le m a t ik á já ró l  i s .  Ezt 
nálunk  úgy nevezzük , hogy n é p s z e r ű s í t jü k  a m ate m a tik á t. E lső so rban
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a h o z z á é r tő k  és nem u js á g iró k  f e l a d a t a  a m atem atika m egfe le lő  
form ában tö r té n ő  n é p s z e r ű s í té s e ,  a nagy tömegek t á j é k o z t a t á s a .
És e t t ő l  a m unkától sem r ia d n a k  v i s s z a  a v eze tő  s z o v je t  m atem ati­
k u so k . Megemlíteném a z t  az egy ik  le g fo n to sa b b  je l le m v o n á sá t  a 
s z o v je t  m atem atikának , am ely ik  nagym értékben m eghatározza  az 
egyes k u t a t á s i  irá n y o k  a rá n y á t .  Ez a tu la jd o n s á g  a  m atem atika i 
k u ta tá s o k  i r á n y í t á s a .  Nem a r r ó l  van sz ó , hogy egyes f e l f e d e z é s e k  
m ilyen  gyorsan  tö r té n je n e k  meg, hanem a r r ó l ,  hogy m ive l érdemes 
f o g la lk o z n i ,  melyek azok az ág ak , amelyek u j k u t a t á s i  e rő k e t ig é ­
n y e ln ek  és melyek azok , am elyekben a már meglévő k u ta tó k  tu d já k  
b i z t o s í t a n i  a szükséges e redm ényeket. Nemcsak egyes k u ta tó k  t é ­
máinak i r á n y í t á s á r ó l ,  e s e t l e g  m eg v á lto z á sá ró l van s z ó , hanem a r ­
r ó l ,  hogy p l .  hány a s p i r á n s t  vegyenek f e l  i ly e n  v ag y  o ly an  t e r ü ­
l e t e n .  Úgy szo k ták  e z t  k i f e j e z n i ,  hogy p l .  M arkov-folyam atok e l ­
m éle tében  l e h e t - e  ma k a n d id á tu s i ,  vagy d o k to r i  d i s s z e r t á c i ó t  
m egvédeni? Az 5 0 -es  évek végén , vagy a 6 0 -as  évek e le j é n  ezen a 
t e r ü l e t e n  egy csomó a s p i r á n s t  v e t te k  f e l ,  m ivel a s z to h a s z t ik u s  
fo lyam atok  á l t a lá n o s  e lm é le te  ig é n y e l te  a nagyszámú k u ta tó  meg­
j e l e n é s é t .  Ma már azonban nem az u j e lm é le tek  k id o lg o z á s a ,  hanem 
k o n k ré t g y a k o r la t i  f e la d a to k  m egoldása j e l e n t i  az e ls ő re n d ű  p ro b ­
lé m á t,  ennek m egfe le lően  a la k u l  az a s p ir á n s  f e l v é t e l  i s .  De az 
i r á n y i t á s  más t e r ü le te k e n  i s  m e g fig y e lh e tő , h isz e n  a s z o v je t  sz á ­
m ítá s te c h n ik a , szám ológép k ih a s z n á lá s  vagy é p í t é s  t e r ü l e t é n ,  egé­
szen  más t e r ü l e t e k r ő l  k e l l e t t  b i z t o s í t a n i  a k u t a tó i  lé ts z á m o t.  
a s z o v je t  m atem atika e r e j é t  m u ta tja ,  hogy azokon a  t e r ü l e t e k e n ,  
m elyeken elm aradás m u ta tk o z ik ,a  h ib á k , h iányosságok  f e l t á r á s a ,  
nem azok e lk e n é se  a je l le m z ő . Az i ly e n  t e r ü le te k  -  annak e l l e n é r e ,  
hogy a lkalm azások  b izonyos t e r ü l e t e i  nagyon k im u n k á ltak  -  az a l ­
kalm azások  t e r ü l e t é n  t a l á l h a t ó k ,  p l .  a s t a t i s z t i k a i  k u ta tá s o k , 
a k ö zg azd aság i m atem atika i m ódszerek e l t e r j e d é s e  t e r ü l e t é n ,  gépi 
m ódszerek a lk a lm azása  t e r ü l e t é n  é s  e z t  a  s o r t  még le h e tn e  f o ly ­
t a t n i  .
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N incs r á  l e h e tő s é g j  hogy r é s z l e t e s e n  ism e r te s sü k  egyes k im ag asló ­
an .je le n tő s  k u t a t á s i  irá n y o k  f e j l ő d é s é t ,  m in t p l .  a szám elm éle t, 
p a r c i á l i s  d i f f e r e n c iá le g y e n le te k ,  to p o ló g ia  vagy v a ló s z in ü s é g e l-  
m élet t e r é n  hogyan j u to t t a k  e l  a s z o v je r  m atem atikusok a m egala­
p o z á s tó l ,  a la p v e tő  e lm é le t i  problém ák m egfogalm azásátó l és megol­
d á s á tó l  a mai p ro b lém ak ö rö k ig . E h e ly e t t  a r r ó l  s z e re tn é k  néhány 
sz ó t e j t e n i  még az edd ig  m ondottak m e l l e t t ,  hogy mi a z , am it egy 
k iv ü lá l ló  m e g lá th a t , m eg ta n u lh a t, mi az a " t i t o k " ,  am elyet immár 
robb éve k u ta tn a k  nyu g a to n , hogy m e g á l la p í ts á k ,  hogyan f e j l ő d ö t t  
i ly e n  nagy e rő v é  a s z o v je t  m atem atika i k u t a t á s ,  hogyan f e j l ő d ö t t  
néhány t i z e s  lé tsz ám b ó l e rő v é , mely a más k u ta tá s o k a t  i s  s e g í t i ,  
de ö n á lló a n  i s  a lka lm as m egfe le lő  eredm ények e lé r é s é r e ,  akár nép­
gazdaság i s z in te n  i s .  az  egy ik  le g fo n to sa b b  je llem ző  a t i s z t e l e t  
és m egbecsülés másolt eredm ényei i r á n t ,  leg y e n  az o rszágon  b e lü l ,  
vagy az o rsz á g  h a tá r a in  t ú l .  A m egbecsülés az eredmények megisme­
ré s e  m e l l e t t ,  azok e l i s m e r é s é t  i s  j e l e n t i k .  S zo v je t m atem atiku­
sok soha nem g o ndo ltak  a r r a ,  hogy minden m atem atikai k u t a t á s t  
egymaguk v égezzenek . M indig s z á m íto t ta k  a r r a  és v á r tá k  i s ,  hogy 
mások eredm ényei s e g i t i k  ő ke t s a já t  k u ta tá s a ik b a n  és v i s z o n t .  A 
k u ta tá s o k  eg y ik  a la p v e tő  vonásának t a r t j á k  az egyes o rszágok  ku­
ta tá s a in a k  egym ásra h a tá s á t  i s .  A le g fo n to sa b b  f e la d a t  azonban, 
hogy a k u t a t á s i  eredm ényeket e lső so rb a n  s a j á t  e rő k re  tám aszkodva 
az o rszágban  s z e rv e z e t te n  k e l l  b i z t o s í t a n i .  Ha sz ü k sé g e s , f e l  
k e l l  f e d n i  a h ib á k a t ,  az e lm arad áso k at é s  az egyes tú lz á s o k a t  i s .  
Ezen a t é r e n  nem ism ernek  b o c sán a to t é s  nem gondolnak a r r a ,  hogy 
a h ibák  k i j a v í t á s á v a l  so k á ig  le h e t  v á r n i .  A m atem atikai a lk o tó ­
munka eg y ik  le g fo n to sa b b  ágának , a m atem atik a i k u ta tá s o k  i r á n y a i ­
nak k i j e l ö l é s é t  t e k i n t i k .  Az irá n y o k  k i j e l ö l é s e  m e l le t t  a munka 
m egszervezése , f i a t a l o k  prob lém ákkal v a ló  e l l á t á s a ,  a m eg fe le lő
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l e lk e s e d é s  b i z t o s í t á s a  s z in té n  k ö z p o n ti  f e l a d a t .  A modern i r á n y ­
z a to k  m egbecsü lése , nem i s  t ú l  és nem i s  le b e c s ü lé s e  a z t  b iz o ­
n y l t j a ,  hogy a s z o v je t  m atem atikusok igyekeznek  k ih a s z n á ln i  az 
un. d iv a to s  tém ákat i s ,  ez azonban nem j e l e n t i  a z t ,  hogy nem a 
maguk k i j e l ö l t e  u tón k ívánnak  a to v áb b iak b an  i s  h a la d n i .
A magyar m atem atikusok már a f e ls z a b a d u lá s  e l ő t t  i s  ism e rté k  a 
s z o v je t  m atem atika i k u ta tá s o k a t  és n a g y ra b e c sü lté k  a z o k a t .  A 
s z o v je t  m atem atika f e ls z a b a d u lá s  u tá n i  h a tá s a  a magyar m atem ati­
k a i  é l e t r e  s z in te  f e lb e c s ü lh e te t l e n .  I t t  nemcsak a k ö z v e tle n  
h a tá s o k ró l  van sz ó , m elyeket a sp irá n sa in k ; -  ak ik  már tö b b  m int 
10-en v é g e z te k  S zov je tun ióban  -  s z e r e z te k ,  vagy a tan u lm án y u ta ­
kon , k o n fe re n c iá k o n , kongresszusokon  s z e re z te k  k in t  j á r t  matema­
t ik u s a in k .  Hanem a r r ó l  a k ö z v e te t t  h a tá s r ó l  i s  szó v a n , m elyet 
f o ly ó i r a to k ,  könyvek fo rm ájában  a  s z o v je t  m atem atika a  magyar 
m atem atika i é l e t r e  g y a k o ro l. Egy-egy s z o v je t  k u ta tó  m agyarorszá­
g i  l á t o g a tá s a ,  e lő a d á s a i  m indig élményszámba mennek és  nagy  ha­
t á s s a l  vannak a f i a t a l  magyar k u ta tó k r a .
Ma, am ikor a s z o v je t  m atem atika e lm ú lt 50 é v é rő l em lékezünk meg, 
a r r ó l  a  h a ta lm a s  ú t r ó l ,  m elyet 1 7 - tö l  a  mai n ap ig  m e g te tte k , 
nem szabad  e lfe le d n ü n k , hogy m ilyen nehéz  i s  v o l t  ez az u t .  Nem 
szabad  e lfe le d n ü n k , hogy m ily  k ic s in y  magból in d u l t  a s z o v je t  
m atem atika a  2 0 -as  évek e le j é n .  Meg k e l l  emlékeznünk a r r ó l  a 
s e g í t s é g r ő l ,  m elyet a s z o v je t  m atem atik a i k u ta tá s o k  k a p ta k  az 
uj r e n d s z e r t ő l ,  az u j á l la m tó l ,  m ely k e z d e t tő l  fogva f é l t ő  
figyelem m el gondoskodott a m eg fe le lő  k u t a t á s i  f e l t é t e l e k  k i a l a ­
k í t á s á r ó l  a  m atem atika i é le tb e n .  A s z o v je t  tudományban a m ate-
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m atika  az  e lm ú lt 50 esz ten d ő b en  m egbecsü lt h e ly e t  v í v o t t  k i  ma­
gának. Az országon b e lü l  é s  h a tá r a in  t ú l  i s  k e z d e t tő l  fogva  min­
d ig  e ls ő  h e ly en  é r t é k e l t é k  a m atem atika t e r ü l e t é n  é l é r t  eredmé­
nyeket é s  azok h a tá s á t .
A magyar m atem atikusok ú jab b  s ik e r e k e t  és a m atem atika eredmények­
ben gazdag  m űvelését k ív á n já k  szov je t; K o lleg á ik n ak , abban a t u ­
d a tb a n , hogy közös ügyünk, az em beri tudomány fe le m e lk e d é s é t  
s z o l g á l j a .
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T o r z i t a t l a n  b e c s lé s e k  éa k ö z e l í té s e k  kom plex s ta c io n á r iu s  
Gauss-M arkov fo ly am at egy p a ra m é te ré re
A rató  Mátyás
A £ { t)  kom plex s ta c io n á r iu s  Gauss-M arkov fo ly am at ( to v á b b i­
akban m indig f e l t e s s z ü k ,  hogy M £ ( t )  = 0 , M £ (t+ s )  £ ( t )  =
IUS , u  is m e r t)  A " c s i l l a p o d á s i "  p a ram éte rén ek  becs­
lé s é v e l  r é s z l e t e s e n  fo g la lk o zn a k  az [ l ] - [3 ]  c ik k e k . Az a lá b b i­
akban e ls ő s o rb a n  az s l  = z [ l  f  ^o ) | 2 + | Ç (T) J 2 és  
s |  = jjj-" / 1 f ( t ) j  2 d t  s t a t i s z t i k á k  á l t a l  k ü lö n -k ü lö n  n y e rh e tő  
b e c s lé s e k k e l t ö r t é n ő  k ö z e l í té s e k k e l  k ív án o k  f o g la lk o z n i . .E z e n -  
^  k ív ü l  a maximum l ik e l ih o o d  b e c s lé s  k a r a k t e r i s z t ik u s  függvényé­
nek k ö z e l í té s é b ő l  n y e rh e tő  e g y s z e r ű s í t é s s e l  ( A nagy  é r t é k e i r e ) , 
v a lam in t a  maximum l ik e l ih o o d  b e c s lé sn e k  a n o rm á lis  e lo s z lá s s a l  
v a ló  k ö z e l í t é s é v e l  fogok fo g la lk o z n i  j e l e n  c ik k  k e r e t e in  b e lü l .
A f e n t i  f e l a d a t t a l  f o g la lk o z o t t  R o c h l i tz  S z i lv e s z te r  szakdo lgo­
z a tá b a n , a sz ü k sé g e s  szám ítá so k  e lv é g z é sé h e z  azonban nem v o l t  
e legendő  i d e j e .
2 2Meg k e l l  je g y e z n i ,  hogy sem s^ sem nem m egengedhető becs­
l é s e i  az is m e re t le n  1 ^  p a ram éte r p o lin o m ja in ak  ( v .ö .  [ 4 ] ) .
Az X m eg fig y e lé s  g (x ) b e c s lé s é t  az f ( A ) p a ra m é te r  meg­
engedhető  b e c s lé s é n e k  nevezzük az kompakt halm azon, ha
n in c s  o lyan  X b e c s lé s e  a 0-nak Мл X a 0 , hogy M*g(x) = f  (A) 
é s  (g (x )+ X )  = D*x g(x ) minden А e Л .  - r a  é s  le g a lá b b  
egy A é r t é k r e  s z ig o rú  e g y e n lő tle n s é g  t e l j e s ü l .
K iin d u lá sk é n t a  f2^-ben l e v e z e t e t t  é s  s |  közös k a ra k te ­
r i s z t i k u s  fü g g v én y é t v á la s z t ju k
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Д /  t *  SÎ k iA ) =
i  > 7 - -2/01,
* * W ,A/ f r - « « , (A-«x,  e ' " " - * 4
A to v áb b iak b an  f e l t e s s z ü k ,  hogy T = 1 .
p
1, Az s£ becslés, A k is é r t é k e i r e .  M ivel a kovariancia függ-
2~” 1 2vényre t e t t  m egkötések s z e r i n t  M s-^  = ^  az s^ s t a t i s z t i k a  
h a sz n á lh a tó  1Д  b e c s lé s é r e .  Az / 1 /  ö ssze fü g g é s  a la p já n  A s^ 
k a r a k t e r i s z t ik u s  függvénye
k (o°  ~  ( F - ' i c o W e ^  = A
ahonnan e g y sze rű  sz á m o lá s sa l adód ik , hogy
p> { ^ ‘ < л ’7} ' р { Лг 1 > t i “
л-л .» < - e * 1  » -> „ í > e * (
=  e  ~  e _. e  2т ^ г »  ÿ _ „g -  e  p -2T=|-5x -ÿ
2(1 - & * ) 2 h  + e~x) ^
P
Mivel az s£  s t a t i s z t i k a  könnyen sz á m íth a tó  A k i s  é r t é k e i r e ,  
fo n to s  m e g á lla p í ta n i  annak a A tartom ánynak  a h a t á r á t ,  ahol
p
s^ jó  k ö z e l í té s k é n t  n a s z n a lh a tó .  Az a lá b b i  k i s  t á b l á z a t  k ü lön ­
böző p = P [ " b e c s lé s "  ^ y ]  é r té k e k re  a d ja  meg y  é r t é -
p
k e i t  az s£ b e c s lé s t ,  v a la m in t a maximum l ik e l ih o o d  b e c s lé s t  
h a szn á lv a  A = 0 ; 0 .1 ,  0 .5  é r té k e k r e .  L á th a tó , hogy A < 0 .1
p
e se té n  az b é c s lé s  jó  k o z e l i te s e  a  maximum l ik e l ih o o d
b e c s lé s n e k , és  A = 0 - r a  a  k é t  b e c s lé s  m egegyezik. ( Az 1 .  t á b ­
lá z a th o z  szükséges sz á m ítá so k a t V iz i Im réné v é g e z te , m unkájáért 
ezúton i s  köszönetem et fe jezem  k i . )
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A 0 .1 0 .05  0 .025  0 .0 1  0 .001 0 .9 0 .95 0 .975 0 .99 0 .9 9 9
0 9,51 19 .52 59 .60 99 .9  1000 0 .4552 0.5551 0 .2620 0.2165 0 .1460
m. / . 6 .79 IO .92 16 .20 2 5 .О 53 .5  О.445 О.545 O.27I 0.225 0 .1 5 4
4 0 .1 6 .82 11.15 17 .50 29 .5  301.4 0 .446 О.545 0.281 0.225 0.151
m. / . 4 .08 5 .5 9 7 .2 4 9 .58  1 6 .26 О.477 0.578 О.5О8 0.257 0.185
4 0 .5 4 .52 6 .86 1 0 .1 7 16.72  55 .2  0 .482 0 .580 0 .514 О.254 0.175
1 . t á b l á z a t
2 . Az Sg b e c s lé s ,  A nagy é r t é k e i r e
2
F e lte v é s e in k  s z e r i n t  az S2 s t a t i s z t i k a  v á rh a tó  é r té k é r e  
2 1 2M s 2 = -^  ad ó d ik , Íg y  s 2 az 1/^ p a ra m é te r  b e c s lé s e k é n t  h a s z -
2n á lh a tó .  Annak e l l e n é r e ,  hogy s2 nem megengedhető b e c s lé s  A
2nagy é r t é k e i r e  az s2 b e c s lé s  egyszerűbben  k e z e lh e tő  m int a
p
maximum l ik e l ih o o d  b e c s lé s .  A / - b ő l  l á t h a t ó ,  hogy s |  k a ra k te ­
r i s z t i k u s  függvénye
í s ís 2
(x) = Mítf-í»«)1 e* ^
2/<x
(А+Уа2-2/о< (A-VA*-2/c<f e"'»»*-*“
a la k ú . A P { Л2 s |  <  A .y } = P (a h o l p  a d o tt )  v a ló s z ín ű sé ­
gekhez ta r to z ó  у- é r té k e k  m eghatározása  egy
2 e*  ?  f r  C<Mlfo{o<,(6caí ï  + s sínt] +tít [6 s /n l í - s  cosï]J ,
(б ’+5Ч(о<?4С<2)
2
-  18 -
a lakú  i n t e g r á l  k isz á m o lá sá v a l t ö r t é n h e t  meg, у-ban  tö r té n ő  i t e ­
r á c ió  s e g í t s é g é v e l .  E gzak t a lakban  az e lo s z lá s fü g g v é n y t  nem s i ­
k e r ü l t  megkapni t á b lá z a to k  s e g í t s é g é v e l .  A f e n t i  in te g r á lb a n  
sz e re p lő  m ennyiségek j e l e n t é s e :
*P = a r c t g  2s , r 2 = 4-s2 + (1+25)2 , G= 1/^  .
1+2 r
A f e n t i  i n t e g r á l  k is z á m ítá s a  e g y e tle n  у  é r té k  e s e té n  az 
TTOAL-2 gépen А я 10 k ö r ü l i  é r té k e k re  10-15 p e r c e t  vesz ig ény ­
be, A = 100 k ö r ü l i  é r té k e k r e  k b . 5 - p e r c e t .  E l le n té tb e n  a maxi­
mum l ik e l ih o o d  b e c s lé s  e s e té n  k isz á m ítan d ó  i n t e g r á l l a l ,  a f e n t i  
i n t e g r á l  k isz á m ítá s a  1 0 -n é l  k iseb b  A é r té k e k re  nehezen  végez­
Otj = A2 -  A2 + {[ A2 -  B2 ] cos (2> í r  s in  ^ /2 )  +
+ ( -  A2) s in  ( 2 A ]fF s in
hető  e l .
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a z  a lá b b i  tá b lá z a tb a n  megadjuk y értékeit különböző A ,p
2
é r te k e k r e ,  az s 2 b e c s lé s ,  a  maximum l ik e l ih o o d  b e c s lé s ,  v a la ­
m int a n o rm á lis  e lo s z lá s s a l  v a ló  k ö z e l í t é s  a la p já n .
0 .1 0 .05 0.025 0 .01 0 .9 0 0.95 0 .975 0 .9 9
N orm ális
k ö z e l í t é s
1 .1281 1.1645 1.1960 1.2326 0 .8719 0.8355 0 .8040 0 .7674
100 Max. 
L ik .
1.14-13 1.1832 1.2205 1.2654 0 .8847 0.8533 0 .8269 0.7972
4 1.1305 1.1720 1.2096 1.253 0 .8760 0.8449 0 .8188 0.7895
N orm ális
k ö z e l í t é s
1 .403 1.516 1.620 1 .7 3 4 0 .597 0 .484 0 .3 8 0 0.266
10 Max. 
L ik
1 .530 1.701 1.867 2.073 0 .7 1 4 0.641 0 .5 8 8 0 .527
4 1 .414 1.558 1.713 2 .03 0 .648 0.581 0 .5 3 4 0 .49
N orm ális
k ö z e l í t é s
- - - - - - - -
5 Max. 
L ik .
1 .809 2.090 2.354 2,710 0 .647 0.562 0 .497 0.432
4 0 .535 0 .47 •
2 . t á b l á z a t
A f e n t i  t á b l á z a t  eredm ényei a la p já n  m e g á lla p í th a tó , h o g y Л nagy
2
é r t é k e i r e  az s 2 b e c s lé s  jó v a l  "sz im m etrikusabban" v is e lk e d ik
m int a maximum l ik e l ih o o d  b e c s lé s ,  s ő t  még A -nak  10 k ö r ü l i
2é r t e k e i  e s e té n  i s  az s2 b e c s lé s b ő l  adódó k o n f id e n c ia  i n t e r ­
vallum ok "röv idebbek" m int a maximum l ik e l ih o o d  b e c s lé s b ő l  adó­
dó k o n f id e n c ia  in te rv a llu m o k .
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3 . A maximum l ik e l ih o o d  b e c s lé s ,  k ö z e l í t é s  паку ^  é r té k e k r e .  
а ./А
-С - ( s,2-T W (3 ,2-T;2*47V  
А 2 7 s /
maximum l ik e l ih o o d  b e c s le s  e lo s z lá s á n a k  m eghatározásához szükség
2. 2 2 2van a + A y  s 2 s t a t i s z t i k a  e lo s z l á s á r a .  A
v á lto z ó  e lo sz lá s fü g g v én y é n e k  L ap lace  t r a n s z f o r m á l t j a  / 1 /  a la p já n
F*(p) kU+ 2 y 2p)1
A - A l U 2 y ‘pe
p{[l+yp+fi+2y2p ] l - [ U y p - ]j n 2 y 2p ] 2
a la k ú .  F e lv e tő d ik  a k é r d é s ,  hogy A n a g y  é r t é k e i r e  e lh a n y a g o lh a ­
t ó - e  a  n e v e z ő  m ásodik t a g j a ?  Ez a k é r d é s  a n n á l i s  in k á b b  i n d o k o l t ,  
m iv e l a z  e lh a n y a g o lá s  u tá n  F*(p) in v e r z e  e g z a k t fo rm ában  megad­
h a tó  ( b á r  nem k e z e lh e tő ,  v . ö .  [ 5 ] ) -  Az
a-a/<*zy*p
F (p) = 4 (1 + 2 7 ^ )1 /2
? [l+yp+ { l + 2^ j >  ]
L a p la c e - t r a n s z f o r m á l t  v i s s z a t r a n s z f o r m á l t j a  a l a p já n  adódó k ö z e l i t ő  
e lo s z lá s f ü g g v é n y  k i s z á m í t á s á t  a
2 e ( lvJ+, )  T  f  e 11' *  ' ^ f e c o s b s a n ï j  I A Î - A Ï )  + 2A t A 2[ G * i n t  -  scc s íj)  
ТГ J (<o2+s2) [А?*Аа' ] л
ds
i n t e g r á l  k is z á m ítá s á ra  v e z e t jü k  v i s s z a ,  ahol
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^  = ( l+ y C  + cos ^ /2 ) ,  Ag = (ys+  /г  s in  ' f / 2 ) ,  
r 2 = ( 1 + 2 / ^  ) 2 + (2 y 2 s)2 ,
J) = a r c tg  —  , Y “ f ( Я у+1)в+  f a  -  M r  s in  f / 2  , (o' = 1 /л
l+2y^ b 1
Ezen i n t e g r á l  k is z á m ítá s a  i s  X —nak 10—n é l k ise b b  é r t é k e i r e  már 
nagyobb nehézségbe ü tk ö z ik ,  m int a p o n to s  k é p ie te k b ő l  adódó i n te g ­
r á lo k é .
V k 0 .1 0 .05 0.025 0 .01 0.001 0 .9 0 .95 0 .975 0 .9 9 0 .9 9 9
V alódi
100-
1.1413 1.1832 1.2205 1 .2654  1.3641 0 .8847 0.8533 0 .8269 0.7972 0 .732
k ö z e ­
l í t é s 1.1413 1 .1834  1 .2211 1 .2654  1 .362 0 .8853 0.8535 0 .8273 0.797 0 .732
V alódi
1 0 - 1.527 1.701 1.867 2.073 2.575 0 .7 1 4 0.641 0 .588 0.527 0 .422
köze­
l í t é s 1 .527 1.700 1.867 2.073 2.579 0 .7 1 4 0.641 0 .590 0 .527 0 .422
V alód i
5 1 .809 2 .090 2 .354 2 .710 3.583 0 .6 4 7 0.562 0 .497 0.432 0 .3 1 9
köze­
l í t é s 1 .81 2 .1 2 .4 2 . 3 . 0 .6 4 8 0.561 0 .4 9
V alódi
3 2.107 2 .510 2.911 3 .443 4.752 0 .6 0 0 0.506 0 .439 0.373 0 .268
köze­
l í t é s 2 .17 0 .5 9 0 .504
3 .  t á b l á z a t
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A 3 . t á b l á z a t  eredm ényei a la p já n  l á t h a t ó ,  hogy -  e ls ő s o rb a n  y-nak 
1 -n é l k i s e b b  é r té k e i r e  -  a f e n t i  k ö z e l í t é s  még A = 3 e s e té n  i s  
j ó l  m űködik. Ebben az e s e tb e n  te h á t  h a sz n á lh a tó  a s z im p to tik u s  f o r ­
mula k e r e s é s e  nagyon i s  k ív á n a to s  le n n e  (éppen a f e n t i  k ö z e l i tő  
fo rm ula  a l a p j á n ) .
b . /  A maximum l ik e l ih o o d  b e c s lé sn e k  -  nagy  A é r té k e k re  -  a A 
v á rh a tó  é r té k ű  és lÍA s z ó rá s ú  n o rm á lis  e lo s z l á s s a l  v a ló  k ö z e l í ­
t é s é r e  a  b e c s lé s  nem "sz im m e trik u s"  v o l t a  m ia tt  a k ö v e tk ező  gya­
k o r l a t i  szem pontból h a sz n o s  k é p le te t  a d h a tju k  meg.
A s z im p to tik u s a n  ig a z  a
p { A < y . A }  = p { Á < A + 2 | Í Á J dl
- 00
ö s s z e fü g g é s , ahol a d o tt  p  s z in t  e s e té n  y  a n o rm á lis  e lo s z lá s  
Zp k v a n t i l i s é v e l  a k ö v e tk e z ő  k a p c so la tb a n  á l l :
(Ezen ö ssz e fü g g é s  a la p já n  s z á m íto ttu k  a  2 . t á b lá z a t  n o rm á lis  kö­
z e l í t é s e i t . )  Mivel ez a  k ö z e l í t é s  A -n ak  még 100 k ö r ü l i  é r t é ­
k e ir e  sem ad  m egfele lő  p o n to ssá g o t a [3 ]  c ikkben m egadott t á b l á ­
z a t a la p já n  y ^ -re  a  k ö v e tk ező  k ö z e l í t é s  adható
Az a lá b b i  t á b lá z a t  kü lönböző  p é r té k e k re  a z é s  c é r t é k e -
r  £
k é t  a d ja  meg:
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A n o rm á lis  e l o s z l á s s a l  v a ló  K ö z e l í t é s  h ib a ta g já n a k
a la k b a n  t ö r t é n ő  v á l a s z t á s á t  i n d o k o l j a ,  hogy A - 5 0 - n é l  nagyobb 
é r t é k e i r e  a x e n t i  k ö z e l í t é s  jó  s t a b i l i t á s t  m u ta t .
I ro d a lo m
1 A r a t ó  M .-A .N .K olm ogorov-J .B .S z in a j :  D.A.H. 146 /1 9 6 2 /
747-750
2 A rató M.s MTA I I I .  O sz t. Közlem ényei 14 /19& 4/, 517-350.
3 A rató M.s Теория вероятностей
( s a j tó  a l a t t ) .
5 .  A rató : S z á m ítá s te c h n ik a i Központ Közleményei 1967«
I .  szám.
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S u m m a r y
05_!í5 ^i§§®Ü_®§ti5?§t®§_2? _ íb e_ E aram e te r_^ _ o f_ th e  „com plex
s t a t i o n a r y  G aussian  M arkovian p ro c e s s
2 2We a re  c o n s id e r in g  th e  e s t im a te s  and Sg f o r  1 /^  . There
a re  g iv e n  co n fid en ce  l i m i t s  f o r  ^ by th e  he lp  o f th e s e  
e s t im a te s .  The e s tim a to r  s^ i s  good when Л i s  sm a ll and s 
i s  good f o r  ^ > 5 *  By th e  method o f n u m erica l i n te g r a t io n  we 
computed th e  approach ing  d i s t r i b u t io n  o f  th e  maxi mum l ik e l ih o o d  
e s t im a t io n .  The r e s u l t s  a re  th e  same as  f o r  th e  e x a c t 
d i s t r i b u t i o n ,  when à > 5»
CVJ N
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Az I n f o r m á c ió á ta la k l tá s l  "képességek"  megmaradásának tö r v é ­
n y é rő l
G yuris L ász ló
I .  A lábbiakban a k ib e r n e t ik a  e g y ik  -  t a l á n  a la p v e tő e n  lé n y e ­
ges -  tö rv é n y s z e rű s é g é t p ró b á l ju k  v á z o ln i . Az n y ilv á n v a ló , 
hogy az in f o r m á c ió á ta la k l tá s l  "képességek"  m egm aradásáról 
s z ó ló  tö rv é n y  a term észettudom ányok más t e r ü l e t e i  b izonyos 
tö rv é n y s z e rű s é g e in e k  a n a ló g iá ja k é n t  i s  f e l f o g h a tó .
A I l . l . b . - b e n  f e l s o r o l t  re n d sz e re k  e lm é le te ib e n  te rm é s z e te ­
sen  s p e c i á l i s  v iz s g á la to k a t  ig é n y e l  e tö rv é n y sz e rű sé g  
k o n k ré t  m egfogalm azása; i t t  f ig y e lm ü n k e t az egészen  á l t a l á ­
n o s m egfogalm azásra f o r d í t j u k ;  ez b izonyos p o n ta t la n s á g o t ,  
e s e t l e g  f é l r e é r th e tő s é g e t  i s  e redm ényezhet, de re m é ljü k , 
hogy a lé n y e g e t s ik e r ü l  e lég g é  m egköze lítenünk .
A I I . - b e n  sz e re p lő  " z á r t " ,  " d i s z k r é t "  s t b .  fo g a lm ak a t az
[5] , [8 ] , [2 ], [4] -b ő i  v e t tü k .
I I .  A "m egm aradási" tö rv é n y
l . a /  Bármely z á r t ,  d i s z k r é t ,  d e te r m in is z t ik u s  re n d sz e rb e n
az in f o r m á c ió á ta la k l tá s l  "k ép esség ek "  ö sszeg e  k o n s ta n s .
x /  A s z e rz ő  ezúton  mond h á lá s  k ö s z ö n e té t  Kalmár L ász ló  akadémi­
k u sn a k , P rey  Tamás és  Dömölki B á l in t  k a n d id á tu so k n ak , a k ik ­
t ő l  komoly e lv i  s e g í t s é g e t  k a p o t t .
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b /  I ly e n  r e n d s z e r re  p é ld á k  le h e tn e k :
& . A k tiv  re n d s z e re k 3^ :
u n iv e r z á l i s  e le k t ro n ik u s  szám ológépek, 
d is z k r é t  d e te r m in is z t ik u s  au tom aták ,
T u ring -gépek  s tb .
x //3 . P a s s z iv  re n d s z e re k  '  / p o te n c iá l i s a n  in fo r m á c ió á ta la -  
k i t ó  ob jek tum ok/:
szám ológépi program ok,
T uring -gépek  s z a l a g j a i ,  
fo rm á lis  /m a te m a tik a i /  re n d s z e re k ,
/ f o r m á l i s /  n y e lv ek  s z in t a x i s a  s tb .
2 . Az ember -  m int in fo r m á c ió á ta la k i tó  objektum  -  n y i lv á n v a ló ­
an nem t e l j e s i t i  az l . a /  f e l t é t e l e i t .
Az in f o r m á c ió á ta la k i t á s i  "k ép esség "  az l . b /  re n d s z e re k  b á r­
m e ly ik é re  v isz o n y la g  könnyen m egfogalm azható. T e k in tsü n k  egy 
p é ld á t  az autom aták k ö ré b ő l .
Legyen adva egy v é g es  M oore-autom atánk: Ul = \R. ( A ,X ,Y ,< f,^ ) ; 
a h o l A a b e lső  á l la p o to k  ha lm aza , X a bem enőjelek  h a l ­
maza, Y a k im en ő je lek  halm aza, cf az au tom ata  á tm en et­
függvénye és yu a / r e t a r d á l t /  k im enetfüggvény . T e k in tsü k  az 
A v a lam ely  M ré s z h a lm a z á t .  Ezen Ш autom ata  in fo rm á c ió -  
á t a l a k í t á s i  " k é p e ssé g é t"  je l le m e z h e tjü k  (1 .  [7]) az 1Ï á l ­
l a p o t a i  M halm aza /am e ly e t m ost s p e c iá l i s a n  A-nak v á la s z ­
t u n k /  á l t a l  e l ő á l l í t o t t  (1 . [4] ) S r e g u lá r i s  esem énnyel.
x /  Az a k t iv - p a s s z iv  m eg k ü lö n b ö z te tés t i l l e t ő e n  1 . Burks [3 ] .
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Tehát az Dl " k é p e s s é g é t” m eghatározza az az S r e g u lá ­
r i s  esemény, am ely az Dl -b an  ezen M á l t a l  e l ő á l l í t h a ­
t ó .  A tö rv é n y  e v id e n s  té n y t  f e j e z  k i  e s p e c i á l i s  e s e tb e n .
I I I .  Mivel a k ib e r n e t ik a  j e l e n tő s  r é s z é t  á tfo g ó  ( [ 1 ] ,  [2 ] , [6]) 
tö rv é n y s z e rű s é g rő l  van sz ó , re m é lh e tő , hogy a I l . l . b /  
re n d s z e re in e k  e lm é le te ib e n  a s p e c i á l i s  a lk a lm a z á so k k a l 
k a p c s o la to s  v iz s g á la to k  é rd e k e s  eredm ényeket hoznák .
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On th e  law  o f  th e  consprvabon  o f th e  " c a p a b i l i t i e s 1’ o f  th e  
tra n s fo rm a tio n  o f In fo rm a tio n
The p a p e r  d e a ls  in  g e n e ra l  fo rm u la tio n  w ith  th e  law  o f  
p r e s e r v a t io n  o f  th e  " c a p a b i l i t i e s "  o f  th e  t ra n s fo rm a t io n  o f 
in fo rm a tio n s
1 . The sum o f th e  " c a p a b i l i t i e s "  o f  th e  t ra n s fo rm a t io n  o f  
in fo rm a tio n  i s  c o n s ta n t  in  any c lo s e d ,  d i s c r e t e ,  
d e te r m in is t ic  system  / a c t iv e  sy s tem s: u n iv e r s a l  e le c t r o n ic  
c o m p u te rs , d i s c r e te  d e te r m in is t r i c  au to m a ta , T u rin g -  
m ach lnes e t c . ,  p a s s iv e  sy s te m s/ p o t e n t i a l l y  o b je c ts  
t ra n s fo rm in g  in fo rm a tio n :  com puter p rog ram s, t a p e s  o f 
T u rin g -m ach in es , fo rm al /m a th e m a tic a l /  sy s tem s, sy n ta x
o f  / f o r m a l /  lan g u ag es  e t c . / .
2 . The man -  as an o b je c t  o f th e  in fo rm a tio n  tra n s fo rm a tio n  -  
o b v io u s ly  does n o t  f u l f i l  th e  c o n d it io n s  o f l '.
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Legrövidebb ü t m eghatározása  I d ő tő l  függő é lh o s s z a k k a l 
b író  h á ló z a tb a n
K la fsz k y  Emil
A le g rö v id e b b  u t  p rob lém a m egoldása id ő tő l  nem függő é lh o s z -  
szak  e s e té n  Ford és  F u lk e rs o n tó l  [ l , 2 ]  sz á rm az ik . Bellm an 
[3] d inam ikus p rog ram ozási m ódszert követve  e l j á r á s t  a d o tt  
a  leg rö v id e b b  u t hosszának  m eg h a táro zásá ra . Ezen e lv e t  k ö v e t­
ve Cooke é s  H alsey [é-] e l j á r á s t  a d ta k , i d ő tő l  függő é lh o s z -  
szak  e s e té n  a le g rö v id e b b  u t hosszának  a m e g h a tá ro z á sá ra . Ez 
az e l j á r á s  azonban c sak  az u t h o s s z á t ,  de magát az u t a t  nem 
a d ja  meg. nbben a d o lg o za tb an  a z t  m u ta tju k  meg, hogy a  F ord - 
F u lk e rso n  f é l e  fo lyam  m ódszer s z in té n  a lka lm as a f e l a d a t  meg­
o ld á s á r a ,  s ő t  a le g rö v id e b b  u t a t  i s  m egadja.
Legyen az N = { x , y , . . .  } egy véges sok p o n tb ó l á l l ó  halm az. 
Legyen továbbá  T £ [ 0 , 1 , 2 , . . . . }  . A  ^  ( x ,y ,  1 ) nem -ne- 
g a t iv  egész  szám j e l e n t s e  a z t  az i d ő t ,  amely x -b ő l  , y -b a  
v a ló  e l ju tá s h o z  sz ü k sé g e s , amennyiben x -b ő l a T id ő p o n t-  
bem in d u lu n k  e l .  Ha x -b ő l  y -b a  a T  időpon tban  nem le h e t  
m enni, akkor úgy v e ssz ü k , hogy IC ( x ,y ,  T ) = oo . Legye­
nek s é s  t  az N halm az r ö g z í t e t t  p o n t j a i ,  az s pon­
t o t  fo r r á s n a k , a t  p o n to t  nyelőnek  nevezzük.
Legyen P = ( s  = xQ, x ^ , . . . , x n = t )  egy s -b ő l  t - b e  v e z e tő  
u t .  R endeljünk  minden x 6 N  ponthoz d (x )  n e m -n eg a tiv  
egész szám ot, m elyet az x  p o n tb e l i  t a r tó z k o d á s i  id ő n ek  ne­
vezünk. Ezen d (x )  számok r e n d e z e t t  halm azát j e l ö l j ü k
- зо -
«D - v e i .  H alad junk  a P u tón a «D t a r tó z k o d á s i  é s  a К 
u ta z á s i  id ő v e l a -b ő l  t - b e .  J e lö l j ü k  'M x ^ í- v e l  az x^ 
p o n tb a  v a ló  é rk e z é s i  i d ő t .  A > (x^) szám okra az a lá b b ia k  
t e l j e s ü l n e k ;
iU x„)=  0
/ 1/ A (x i ) = A ( x i _1 ) + J ( x i _1 ) + ÿ '[x i _1 ,x i> A ( x í - ; l ) +<^(xi _1 ) J
C i = l | . . . ,  n )
F e lad a tu n k  a z , hogy o lyan  P u t a t  é s  oD ta r tó z k o d á s i  id ő  
é r té k e k e t  adjunk meg, hogy
/ I х / A(t) minimális legyen.
A f e la d a th o z  egy d u á l f e l a d a to t  re n d e lü n k . M eghatározandók a 
h á ló z a t  c sú c sa in  o ly an  ^u(x) ( x e N )  nem -negativ  egész sz á ­
mok, m elyekre f e n n á l l ;
/ 2/
/ u ( s )  = 0
/u (y )  -  /u (x )  ú Ü (x ,y ,  /u (x )  +■?) + 1Î ,
ah o l x , y e N  és  $  t e t s z ő le g e s  n em -n eg ativ  egész  szám. 
E z en k ív ü l
/ 2х / f u ( t ) m axim ális leg y en
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A d u á l f e la d a tn a k  van le h e ts é g e s  m egoldása, p é ld á u l  az azono­
san n u l la  yu é r té k e k  k i e l é g í t i k  / 2 /  e g y e n lő t le n s é g e t .
Az a lá b b i  lemma a p r im á l é s  duál f e l a d a t  l e h e ts é g e s  m egoldásai 
k ö z ö t t i  k a p c s o la to t  m u ta tja .
Lemma : T e tsz ő le g e s  P u t  és <£> ta r tó z k o d á s i  id ő ,  va lam in t
t e t s z ő le g e s  /2 /-n e k  e le g e t  tev ő  ^u számok e se té n
/ 3/  Mt) = /u(t)
B i z o n y í t á s :
A b iz o n y í tá s n á l  a / 2 /  e g y e n lő tle n s é g e t más form ában h a s z n á lju k , 
e z é r t  a z t  á t í r j u k .
Legyen (d = ^u(x) + vl te rm é sz e te se n  akkor u) = ^u (x )-nek  
fen n  k e l l  á l l n i .  E z t a  / 2 /  e g y e n lő tle n sé g b e  Í r v a  k ap juk
А /  /u (y )  -  ш é  " ! í ( x ,y ,u ) ) ,
minden olyan n em -n eg ativ  egész Ui - r a ,  m elyre (0 = / U(X) 
Azt m u ta tjuk  meg t e l j e s  in d u k c ió v a l, hogy a P u t minden x^
p o n t já r a
/ 5 /  = /u (x i )
N y ilván  xQ e s e té n  À( s) = /u ( s )  t e l j e s ü l .  Tegyük f e l ,  
hogy / 5 /  e g y e n lő tle n s é g  x ^ ^ - r e  f e n n á l l ,  akkor / 1 /  é s  / 4 /  
f e lh a s z n á lá s á v a l  k a p ju k :
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= ^ ( xí _i ) + ^ ( xí _i ) + ^ ^xi _ i )  + c ^íxi _ i ) J  -
= A t x ^ )  + cf (х 1в1 ) + /U ÍX ^ -  M x ^ )  -  = /и (х А)
Azaz / 5 /  t e l j e s ü l  x ^ - r e .
Az eg ész  é r té k ü s é g  és  a / 3 /  e g y e n lő tle n s é g  b i z t o s í t j a ,  hogy 
lé te z n e k  o lyan  é r té k e k ,  m elyekre ^ u ( t )  m ax im ális . Meg­
m u ta tju k , hogy l é te z n e k  olyan P u t  Л  ta r tó z k o d á s i  idő  
és  /2 / - n e k  e le g e t  te v ő  ^u é r té k e k , hogy /3 /-b a n  egyenlőség  
á l l  f e n n ,  azaz f e n n á l l  az a lá b b i d u a l i t á s !  t é t e l .
T é t e l :
Amennyiben a A é s  é r té k e k  / 1 /  i l l e t v e  /2 / - n e k  e le g e t
te s z n e k ,  akkor
min Л ( t )  = max y u ( t)
B i z o n y í t á s  :
A b iz o n y í tá s  k o n s t r u k t iv  l e s z .  Egyben e l j á r á s t  i s  ad a P u t^  
a Q  t a r tó z k o d á s i  id ő  é r té k e k  és a ^u d u á lv á lto z ó k  megha­
t á r o z á s á r a .
Tegyük f e l ,  hogy ^u é r té k e k  o ly an o k , hogy ^ u ( t )  m axim ális 
Legyen SCN a következőképp  k o n s tru á lv a :
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a .  /  s  6 s
b .  /  y  leg y en  elem e S -nek , ha v a lam ely  x c S  é s  valam ely
' í - r a  / 2 /  eg y en lő ség g el t e l j e s ü l .
J e lö l jü k  T = N -  S
Amennyiben t  £ S  akkor van o lyan  P s  ( s  s  * t )
u t  s -b ô l  t - b e ,  hogy
/U Í x ^  -  /U Í X j^ )  = ')$(xi _1 ,x i , /,u(xi _1 ) + tf )  + 'Û
v a lam ily en  "ff - r a .  Ezen "ff legyen  ci (x^ ) é r t é k e .
Ekkor a  lemma b iz o n y í tá s á t  figye lem be véve a t é t e l t  b iz o n y í­
t o t t u k .
Ha t  ^ S, akkor
/U(y) -  /U(x) ^  Ï  ( x , y t/ ,u(x) + "& ) + TÏ
minden x e S, y £ T  é s  minden nem -negativ  eg ész  "Ű - r a .
J e lö l jü k ?
í =  min } f [x ,y t//u (x ) ♦ ffJ+ D  ,
aho l x f iS ,  у  € T és  nem -negativ  e g é sz . N y ilván  C > 0 .
Legyen
3
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/ű (  x) = /u (x ) ha x  £ S
/й ( x) = /u (x )  + £ ha x e T
Ezen yU é r té k e k  a d u á l f e l a d a t  le h e ts é g e s  m eg o ld á sa i, ugyanis 
S és  £ d e f i n í c i ó j a  m ia t t  / 2 /  f e l t é t e l t  k i e l é g í t i k .  Azonban 
£ * 0 m ia tt  y u ( t)  ^ u ( t )  e l l e n té tb e  a z z a l a f e l te v é s ü n k k e l ,  
hogy / u ( t )  m ax im ális .
(Ezzel a t é t e l t  b i z o n y í to t tu k .
S z á m ítá s te c h n ik a i szem pontból m egjegyezzük, hogy amennyiben 
va lam ely  P u t  és 2d ta r tó z k o d á s i  id ő  e s e té n  / \ ( t )  = m, 
akkor te rm é s z e te s e n  e lé g  csak  a T e  ( 0 , 1 , . . . . , m> é r té k e k ­
r e  s z o r í tk o z n i .
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S u m m a r y=:====: =s====s=îfc=
U sing a dynamic program ming m ethod, C ooke-H alsey [4-] gave a 
p ro ce d u re  f o r  th e  d e f i n i t i o n  o f  th e  le n g th  o f th e  s h o r te s t  p a th  
in  a n e t  w ith  tim e-d e p e n d en t edge le n g th .
I t  i s  d em onstra ted  i n  t h i s  p a p e r  t h a t  th e  F o rd -F u lk e rso n  m ethod, 
t o o ,  i s  a p p lic a b le  t o  th e  s o lu t io n  o f  t h i s  p ro b lem . The 
c o n s tr u c t iv e  p ro o f  o f  th e  d u a l i t y  t h e s i s  betw een th e  problem  
and i t  s  dual a f f o r d s  a t  th e  same tim e  an a lg o r i th m  f o r  th e  
d e f i n i t i o n  o f th e  s h o r t e s t  p a th .
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Véges so rk ap acitá su  e g y k isz o lg á ló s  v á ra k o zá si- id ő
p ro b lé m á ró l
Tomkó Jó zsef
Tekintsünk egy Щ/G /l  k is z o lg á ló  r en d szer t azon f e l t e v é s  
m e lle t t ,  hogy csak v ég es  számú ig én y  várakozhat a sorban. 
R ész le teseb b en , a következő  e g y k isz o lg á ló s  várakozási prob­
lém áról l e s z  szó: e g y e t len  k is z o lg á ló  készü lékhez Лр- о 
paraméterű Poisson folyam at s z e r in t  érkeznek az igén y ek .
A k is z o lg á lá s i  időtartam  minden egyes igén yre nézve egy  
s ugyanazon konstans é r té k . Az egyszerű ség  kedvéért vá­
la sszu k  e z t  a konstans érték et " l" -n ek . Ha egy ig én y  be­
é rk ez é s i p illa n a tá b a n  a k is z o lg á ló  k észü lék  f o g l a l t , akkor 
ez az ig é n y  c sa t la k o z ik  a már e s e t le g  várakozók c so p o rtjá ­
hoz az e se tb en , ha az a d o tt p illa n a tb a n  a várakozók szá ­
ma nem é r t  e l  b izonyos "n" szám ot. Ha v isz o n t a várakozók 
száma már "n", akkor a b eérk ezett ig é n y  e lv é s z .
Tegyük f e l ,  hogy a ren d szer  üres a t  = о id ő p illa n a tb a n , 
s leg y en  az e lső  ig én y  beérk ezési id ő p il la n a ta  £ q . Az  
£0 p illa n a tb a n  elkezd őd ik  az e ls ő  ig én y  k is z o lg á lá s a .
Ha a következő igén y  b eérk ezési id e je  az egységet megha­
la d ja , akkor ennek az igénynek ism ét várakozás n é lk ü l kez­
dődhet e l  a k is z o lg á lá s a  s a készü léknek az e ls ő  igén y  
k is z o lg á lá s á v a l kezdődő fo g la l t s á g i  periódusa  csak egy­
ségn y i id e ig  t a r t .  Ha v iszo n t a második igén y  beérkéz í k ,
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m ie lő tt  az e ls ő  ig én y  k is z o lg á lá s a  b e fe jező d ö tt v o ln a , 
akkor a készüléknek az e ls ő  ig én y  k is z o lg á lá s a  k ezd eté ­
t ő l  szá m íto tt f o g la l t s á g i  p eriódusa  az egységn él hosszabb  
l e s z .  Az igények egymásután! b eérk ezésé tő l függően a ké­
szü lék  f o g la l t s á g i  periódusa v é le t le n  hosszúságú.
J e lö ljü k  a k észü lék  e ls ő  f o g la l t s á g i  periódusának h osszá t  
d | n ^ -gyel (a  f e l s ő  z á r ó je le s  in d ex  arra u t a l ,  hogy maxi­
m álisan "n" igén y  várakozhat a ren d szerb en ). Az 
£ 0 + p illa n a tb a n  a k észü lék  ú jból szabaddá v á lik
b izonyos £  ^ időtartam ra. Majd ism ét e lkezd ődik  egy 
f o g la l t s á g i  periódusa és Így  tovább; az idő folyamán a
f o g la l t s á g i  és  az szabad periódusok v á lto ­
gatják  egym ást. F e ltev ése in k b ő l k ö v etk ez ik , hogy az £ 
fü g g e t le n , közös / ^ o  paraméterű ex p o n en c iá lis  e lo s z ­
lá s ú  v a ló sz ín ű sé g i v á lto zó k  és  hogy a S f o g l a l t ­
sá g i periódushosszak i s  fü g g etlen ek  s  azonos e lo sz lá su a k . 
Ezen utóbbi közös e lo sz lá sfü g g v é n y t &n( x ) - s z e l  fogjuk  
j e lö ln i :
/ 1 /  Gn (x) = P ( d [ n) é  x ]
Esetünkben a készü lék  f o g la l t s á g i  p eriódushossza  csak po­
z i t í v  egész érték ek et vehet f e l .  E zért az / 1 /  e lo s z lá s  
d isz k r é t  e lo s z lá s .
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A k is z o lg á ló  rendszerünknek az alkalm azások szem pontjá­
ból ig e n  fo n to s  k a r a k te r is z t ik á ja  a várakozási id ő  e l ­
o s z lá s a . J e lö l j e
/ 2/ O é. t   ^ oo
a t  p illa n a tb a n  e s e t le g  beérkező igén y  várak ozási id e ­
j é t ,  f e l t é v e ,  hogy e p illa n a tb a n  beérkező igén y  nem vész
l")
e l .  Szokás az ^ ( t ) - t  v i r t u á l i s  várakozási időnek ne­
v e z n i. E ltérően  az n = oo e s e t t ő l ,  á lta lá b a n  a / 2 /  f o ­
lyamat nem Markov t ip u s u . Ez azt j e l e n t i ,  hogy csupán az 
7^n ^ (t)  érték  ism erete  alapján semmit sem mondhatunk az 
“7^n ^(t+ h) várakozási id ő  le h e ts é g e s  é r té k e i f e l ő l .  Csak 
az "у n^ ^ (t) é r ték e t ism erve, még azt sem mondhatjuk 
meg, m ilyen  v a ló sz ín ű ség g e l le s z  é r te lm ez e tt  az у ^ { t + h )  
v ir t u á l i s  várakozási id ő .  Erre v a ló  t e k in t e t t e l  e lég g é  bo­
n yo lu ltn ak  lá t s z ik  a / 2 /  folyam at / v i r t u á l i s  várakozási 
id ő /
/ 3 /  W (x) = lim  P ( y ( n ) ( t )  *  x }
11 < -*00
* / 3 /  jobboldalán á l ló  ( у ^ ( t )  ^ x ]  esem ényről n y i l -
I n )ván csak akkor b eszé lh etü n k , ha az ' ; ( t )  mennyiség 
é r te lm e z e t t ,  azaz, ha a t  p illa n a tb a n  várakozó igények  
száma "n"-nél k ise b b . A rövidebb Írásmód kedvéért szán­
dékosan a m egfe le lő  v a ló sz ín ű ség  b ev eze tésén é l errő l 
nem te ttü n k  e m lít é s t ,  s a továbbiakban megállapodunk ab­
ban, hogy az £ a <  rp ^ ( t  ) í  b }  tip u su  esemény v a ló ­
sz ín ű ség én  mindig az { у n^^ (t)  é r te lm eze tt és a 
Q<^n ^(t)  é b j  esemény v a ló sz ín ű ség é t é r t jü k .
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e r g o d ik u s  e l o s z l á s á n a k  m e g h a tá r o z á s a .
Más ig e n  f o n t o s  k a r a k t e r i s z t i k á j a  az  a d o t t  k i s z o l g á l ó  
r e n d s z e r n e k  a  v e s z t é s i  v a l ó s z i n ü s é g .  E z t  a  v a l ó s z í n ű s é ­
g e t  m e g h a tá ro z z á k  a  r e n d s z e r  ú g y n e v e z e t t  á l l a p o t v a l ó s z i -  
n ü s é g e i
/ 4 /  p [n ) ( t )  = P { ^ ( n ) ( t ) = k ]  , o á k í n + 1 .
( П )I t t  jr '  ' ( t ) - v e l  j e l ö l t ü k  a  r e n d s z e r b e n  t a r t ó z k o d ó  i g é ­
n y ek  t  p i l l a n a t b e l i  s z á m á t.  Az á l l a p o t v a l ó s z i n ü s é g e k k e l  
k a p c s o l a to s a n  i s  a  f ő  f ig y e le m  az  e r g o d ik u s  e s e t  v i z s g á ­
l a t é i r a  i r á n y u l ,  a z a z  a
/ 5 /  Pj.n ) = l im  P [ n ) ( t ) ,  o í k í n + 1
K é -г о K
h a t  á r v a l ó  sz  i n ü s é  gek m eghat á ro z  á s á r a .
kő p ro b lé m a k é n t  a  / 3 /  i l l .  az / 5 /  e r g o d ik u s  v a ló s z ín ű s é g e k  
m e g h a tá r o z á s á t  e m l í t e t t ü k ,  f ig y e lm e n  k i v ü l  h a g y v a  a z t  a  k é r ­
d é s t ,  v a jo n  l é t e z n e k - e  e g y á l t a l á n  e z e k  a h a t á r é i o s z l á s o k .
A t e k i n t e n d ő  k i s z o l g á l ó  r e n d s z e r ű n k r e  b á rm ily e n  v é g e s  n 
é s  ^ > о m e l l e t t  a  / 3 /  é s  az  / 5 /  e rg o d ik u s  v a ló s z í n ű s é ­
gek  l é t e z é s e  c sak n em  m a g á tó l  é r t e t ő d ő .  Meg k iv á m ju k  j e ­
g y e z n i ,  hogy  n = cd e s e t é n  e z e k n e k  a  h a t á r v a l ó s z i n ü s é -
- f ü ­
géknek a lé t e z é s e  már nem ennyire v i lá g o s ,  s e k érdésre  
p o z it ív  v á la sz  csak о - ^Я-ci  e se tén  adható, Я > 1 
esetén  p ed ig  mind a / 3 / ,  mind az / 5 /  mennyiségek azono­
san zéru sak .
Érdekes v is z o n t  m egjegyezn i, hogy mig n = oo é s  о*  А*: 1 
esetén  a / 3 /  i l l .  az / 5 /  ergodikus e lo sz lá so k r a  a L aplace- 
S t i e l t j e s  tran szform áltak  ; i l l e t v e  a generátorfüggvények  
term inológiájában ig en  egyszerű  formulák adhatók meg 
/á lta lá n o s  e lo sz lá s ú  v é le t le n  k is z o lg á lá s i  időtartam ok  
esetén  i s / ,  addig v ég es  n -re  az / 5 /  va ló sz ín ű ség ek  igen  
bon yolu lt form ulával adhatók csak meg, a / 3 /  ergodikus 
e lo s z lá s s a l  k ap cso la tosan  pedig  még nem i s  ism eretesek  
á lta lá n o s  érvényű form ulák.
Az irodalomban fők én t az ergodikus á lla p o tv a ló sz in ü sé g e k , 
többek k ö z ö tt  a v e s z t é s i  v a ló sz ín ű ség  meghatározásának 
problem atikája t i s z t á z o t t  a legnagyobb mértékben ( lá s d  
p l .  [1] ) .  A f o g la l t s á g i  periódushossz e lo sz lá sá n a k  
v iz sg á la tá v a l a je le n  do lgozat sz e r z ő je  fo g la lk o z o t t .  
Többek k ö zö tt [2] -ben  ig a z o lta ,  hogy t e t s z ő le g e s  n 
és 7\> о m e lle tt  Gq ( co )  -  1 é s  hogy a
A  - Má(n)
várható értékek v é g ese k , s m eghatározta a /■ ( ’ > ■
® Ír= Ai z generátorfüggvényt i s .  Ebben a d o lg o z a té -
ban a szerző  ig a z o lta  az alább i h a tá r e lo s z lá s  t é t e l t  i s ;  
1« T é t e l .  T e tsz ő le g es  n 2 1 -re
l im  P
A-»00 < é ]  = 1 - é *
É szrev e tte  a szerző  a z t i s ,  hogy ha a b e s z é lg e té s i
időtartam ok fü g g e t le n , azonos e lo s z lá s ú , véges MX  ^ = 1 
várható értékű és v ég es  Jb*(Xi) =  szórásn égyzetű
v a ló sz ín ű sé g i v á lto z ó k , akkor az t )  várak ozási
id ő v e l kap cso latosan  a s ta c io n á r iu s  esetb en  érvén yes az 
alább i
2 . T é t e l .  A >1 esetén
lim
n -*oo
p  Г V% )  -  n
I s  f n
E t é t e l  b izo n y ítá sá v a l a szerző  egy későbbi dolgozatban  
szándékozik fo g la lk o z n i.
Fordítsuk most figyelm ünket a k i in d u lá s i  f e l t é t e l e in k  
e s e té r e , azaz azon e s e t r e ,  amikor a b e s z é lg e té s i  id ő ta r ­
tamok nem v é le t le n e k , hanem konstans egységnyi érték ű ek . 
Erre az e se tr e  a 2 . t é t e l  nem érvén yes. V iszont a z , hogy 
a b e s z é lg e té s i  időtartam ok konstansak, bizonyos m értékig  
e g y s z e r ű s ít i  a h e ly z e t e t  s le h e tő sé g  n y í l ik  a Wn (x)  
e lo sz lá sfü g g v én y re  e lé g  egyszerű form ulát ad n i. Dolgozatunk
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c é l j a  é p p e n  ennek  a  b e m u ta tá s a .  R á m u ta tu n k  m ajd  a r r a  i s ,  
m ily e n  p ro b lé m á k  m e rü ln e k  f e l  a  k ö z ö l t  e l j á r á s n a k  az  á l ­
t a l á n o s  e s e t r e  t ö r t é n ő  a lk a l m a z á s á n á l .  M ie lő t t  r á t é r n é n k  
e f e l a d a t u n k  v é g r e h a j t á s á r a ,  k ö z lü n k  n é h á n y  -  a  to v á b b ia k  
s o rá n  f e l h a s z n á l á s r a  k e r ü l ő  -  e redm ény i: az u n . f e l ú j í t á s i  
e l m é l e t b ő l .
L eg y en ek  1 ^ ,  Yn > . . .  f ü g g e t l e n ,  nem n e g a t i v ,
e s e t l e g  a  Y -j_-tő l e l t e k i n t v e  a z o n o s  e l o s z l á s ú  v a l ó s z í n ű ­
s é g i  v á l t o z ó k .  T együk  f e l ,  h o g y  ez  a  k ö z ö s  e l o s z l á s  nem 
r á c s o s ,  a z a z  n i n c s  o ly a n  d  , a m e ly re  a  P [ = / d ]
( / = o , l , 2 , . . . )  v a ló s z in ü s é g e k  ö s s z e g e  1 - e t  a d n a . É r t e l ­
m ezzük a z  ( o í t  í ( “ ) f o ly a m a to t  a  k ö v e tk e z ő k é p p e n :
N. = max n 
1
R é s z le te s e b b e n
Nt  =
0 ,  h a  > t ,
n ,  h a  Ë  Xi -  t  < Z  Yi 
1 1
Az Nt  ( o ^ t  c « )  f o ly a m a to t  s z o k á s  a  Xj »***» Yn ****
v a l ó s z í n ű s é g i  v á l t o z ó  s o r o z a t  á l t a l  m e g h a tá r o z o t t  (g e n e ­
r á l t )  f e l ú j í t á s i  fo ly a m a tn a k  n e v e z n i .  S z e m lé le te s e n
-  43 -
j e l e n t i  a ( o ft ]  időközben v é g r e h a jto tt  f e lú j í t á s o k  szá ­
mát, ha a Yj_“k et valam ely objektum élettartam ak én t in ­
te r p r e tá lju k , s f e l t e s s z ü k , hogy az objektumokat az é l e t ­
tartamuk le já r tá v a l  (elrom lásuk p illa n a ta ib a n ) újakkal 
h e ly e t t e s í t j ü k .  Egyik leg fo n to sa b b  je llem ző  mennyisége a 
f e l ú j í t á s i  folyam atnak a
H(t) = M {Nt }
várható é r ték , m elyet f e l ú j í t á s i  függvénynek szok ás ne­
v e z n i. A legegyszerűbb úgyn evezett "elemi f e l ú j í t á s i  t é ­
t e l"  a z t á l l í t j a ,  hogy M = yu < cd e se tén
lim  
t  -> oo
H(t)
t
1
Számunkra az ennél jó v a l nehezebben ig a zo lh a tó  un. 
B la c k w e ll- té te l  já t s z ik  majd fo n to s  sze r ep e t. E t é t e l  
s z e r in t  = yu < cd e se tén  t e t s z ő le g e s  h > o  mel­
l e t t
lim
-fc -»00 H (t+h)-H (t) = £
E t é t e le k  b iz o n y ítá sá t az o lvasó  m egta lá lh a tja  több d o l­
gozatban, könyvben ( p l .  [3] -b a n ).
Térjünk most á t ezek után a k it ű z ö t t  feladatunk végre­
h a jtá sá r a . Vezessük be e lő sz ö r  a következő v a ló sz ín ű sé ­
geket :
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a  f o g la l t s á g i  p e r ió d u s  a l a t t  k -n á l  tö b b  k i s z o lg á lá s  
megy végbe s  eközben a k - a d lk  k i s z o lg á lá s  b e fe je z ő ­
d é s é t  követő  p i l l a n a tb a n  l ig én y  marad a várakozók 
sorában
T e k in tsü k  a  ^ n ^ ( t )  ( a  re n d sz e rb e n  ta r tó z k o d ó  igények  t  
p i l l a n a t b e l i  számát j e l e n tő )  f o ly a m a t ta l  k a p c s o la to s  úgyne­
v e z e t t  b eá g y az o tt M a rk o v -lán co t, a
/ 6 /  J rW-  f V r + O )  , í г = 1,2, ... )
s o r o z a t o t .  I t t  6 r az egym ásután! k is z o lg á lá s o k  b e fe je z ő d é -  
s i  p i l l a n a t a i t  j e l ö l i k ,  ^ n ^(G r + 0 ) ped ig  a ren d sz e rb e n
ta r tó z k o d ó  igények szám át k ö z v e tle n ü l  egy i ly e n  p i l l a n a t  
u tá n .  A b e v e z e te t t  v a ló sz in ü sé g e k  nem mások, m int a
/ 6 /  Markov- lá n c  k - lé p é s e s  á tm enet v a ló s z ín ű s é g e i ,  ah o l 1 
a kezdő  á l l a p o t ,  s  f e l t é t e l e z e t t  még, hogy a k -a d ik  lé p é s ig  
a lá n c  e g y e tle n  e g y sze r sem j u t  a o - á l la p o tb a .  Ezek sz e ­
r i n t
= í " ’* 0 ' *A Í * * - " J
A j e l ö lé s e k k e l  k a p c so la to sa n  még h o z z á te ssz ü k , hogy a f o g l a l t ­
s á g i p e r ió d u s t  a t= o  p i l l a n a tb a n  kezdődőnek t é t e le z z ü k  f e l ,  
s ^ n) az e p i l l a n a tb a n  b e é rk e z e t t  s azon nyomban k is z o lg á lá s  
a lá  k e r ü lő  eg y e tlen  ig é n y t  (azaz  ennek szám át) j e l e n t i .  Egy­
s z e rű  m eggondolásokkal b e lá th a to k  a következő  r e k u r z iv  ö ssz e ­
fü g g ése k :
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Pm ho 0±l<n-1
rn , ho l = n-1
hi
£  TTk-î.s P/-,w , ho 0±l<n-1
X-n ÏÏ/,-1.» r n-s , ho /»n-/iaß ‘ 4
I t t  p , , r t ; ( Ы m ennyiségek a k ö v e tk ező k e t j e l e n t i k ;  
p ( = P { egy k i s z o lg á lá s  a l a t t  I ig é n y  é rk e z ik  b e ]
r ,  = P { egy k i s z o lg á lá s  a l a t t  le g a lá b b  / ig é n y  b e é rk e z ik ]  
F e lte v é s e in k b ő l k i fo ly ó la g
to v á b b á , v i lá g o s ,  bogy
s«/
Képezzük most a  1Tr (z)= f t  IT,r z k (o « r< n - /)  g e n e rá to r -
fü g g v én y ek e t. R ögz ítsük  r  é r t é k é t ,  majd ennek m eg fe le lő en  / 7 /
szegezzük  az Íg y  k a p o tt  e g y e n lő sé g ek e t k & l  é r té k e k r e ,  majd 
f e l c s e r é lv e  a k ^ 2  é r té k e k  m e l l e t t  a  jo b b o ld a lo n  e lő fo rd u ló  
k e t tő s  ö sszeg  ö s s z e g z é s i  s o r r e n d jé t ,  az a lá b b i eg y en le te k h e z  
ju tu n k :
V
i l l .  / 8 /  m indkét o ld a lá t  szo rozzuk  meg z i l l .  z - v a l .  ő sz ­
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/ 9 /
0 ^  г < n -f - re
Ur U) =  z  prti + z Z  P r .„ J jz )  s*o
'
r =  П - 1  - r e
n~1
. ÏÏn.,(z) = zrn + z L  г„_ Д (2)SrO
Ezek az ö ssze fü g g é se k  a  ÏÏ0(z), lT,(z), -  ... lfn.t Í2j g e n e rá to r -
fü g g v én y ek re  egy l i n e á r i s  inhomogén e g y e n le t- r e n d s z e r t  s z o lg á l ­
t a t n a k ,  am elyből ezek a  függvények egyértelm űen  m eg h a táro zh a tó k .
É rte lm ezzü k  most a k é s z ü lé k  szabad  és a <ú; f o g l a l t s á ­
g i p e r ió d u s h o s s z a iv a l  a
=  C.
í i  =  eff” + £  , i * 1
v a ló s z ín ű s é g i  v á lto z ó k  s o r o z a tá t  és te k in ts ü k  e s o ro z a t  á l t a l  
m e g h a tá ro z o tt  f e l ú j í t á s i  f o ly a m a to t.  A to v áb b iak b an  H(t)
e fo ly a m a t f e l ú j í t á s i  függvényét f o g ja  j e l ö l n i .  Az e m l í t e t t  
B la c k w e ll t é t e lb e n  e lő fo rd u ló  f i  s z e re p é t  most az
M { é !n) + £;} = + T
v á rh a tó  é r t é k  v e sz i á t .
Legyen ezeku tán  t  > о é s  t e k in ts ü k  az e s e t le g  e p i l l a n a tb a n  
é rk e z ő  é s  e l  nem vesző  ig é n y  v á ra k o z á s i  i d e j é t ,  ; ( t ) - t .
Az * ^ n ^ ( t )  = о esemény e k v iv a le n s  a z z a l ,  hogy a t  p i l l a ­
n a tb a n  a  r e n d s z e r  ü r e s .  Tehát
P { ^ ) = o J =  P0'n)u)
-  V? -
[ bl
M inthogy mind M o^, mind M C; v é g e s , e lé g  e g y sze rű  meggon­
d o lá so k k a l k ap ju k , hogy
lim P [ 4  \i)  =  0 ]  =
<-»00 J
M ii >
Mii+Md?' 1+Ti/u n
Á lta lá b a n  0 ^  ^ ^ n ^ ( t ) ^ n .  Ha T ^ n ^ ( t ) > o ,  akkor a t  p i l ­
la n a tb a n  egy f o g la l t s á g i  p e r ió d u s  f o ly ik ,  to v áb b á , h a  e p i l l a ­
n a tb an  i ig én y  v á ra k o z ik  a  re n d sz e rb e n , akkor 7 ^ n ^ ( t )  é r t é ­
ke / é s  t +1 közé e s ik .  F e lad a tu n k  m egoldo ttnak  t e k in th e ­
t ő ,  ha meg tu d ju k  adn i minden l < n ,  o - y < l  - r e  a
/ 10 /  P { i + у  <  7 { n ) ( t )  *= I + у  + d y j
v a ló s z in ü sé g  h a tá r é r t é k é t  t  —» m e l le t t .  E c é lb ó l  az e lőző
z á ró je lb e n  á l l ó  eseménynek b izonyos más esem énnyel v e t t  együ t­
t e s  b ek ö v e tk e z és i v a ló s z in ü s é g é t  h a tá ro zzu k  meg e lő b b . Az 
/ + у < 7 ^  ( t )  ^  / + у  + dy esemény maga u tán  v o n ja ,  hogy a 
t  p i l l a n a tb a n  egy f o g la l t s á g i  p e rió d u s  f o ly ik .  L e h e tsé g e s , 
hogy e p e rió d u sb an  már t ö r t é n t  néhány k i s z o lg á lá s .  A könnyebb 
k ife je z é sm ó d  k e d v é é rt vezessünk  be egy V ( t )  k é t-d im e n z ió s  
v e k to r t ,  melynek e ls ő  komponense j e l ö l j e  az e lőbb  e m l í t e t t  
k is z o lg á lá s o k  számát (az a z  a t  p i l l a n a tb a n  fo ly ó  f o g l a l t ­
s á g i  p e r ió d u s  a l a t t  e t  p i l l a n a t i g  b e fe je z ő d ö tt  k i s z o lg á lá ­
sok s z á m á t) , a második komponense p e d ig  azon igények  szám át, 
amelyek ezen k is z o lg á lá s o k  k ö zü l a le g u to ls ó  b e fe je z ő d é s é t  
k öve tő  p i l l a n a tb a n  a várakozók  so rában  m arad tak . E lő fo r d u lh a t ,  
hogy a V>(t) v e k to r  e ls ő  komponense o . Ekkor a m ásodik kom-
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ponensét d e f in ic ió s z e r ü e n  zérusnak  é r te lm e z z ü k . Meg fo g ju k  k e ­
r e s n i  a
P { l + y  < 7( n ^ ( t )  é í + y  + dy,  V ( t )  = ( k , r ) ]
v a ló sz in ü sé g  f ő r é s z é t ,  a h o l о ^ к ^  [ t - (  1-y)] , o í t í ! .
Hasznos l e s z  szám unkra az a lá b b i  á b ra :
Ebből az á b rá b ó l l e o lv a s h a t ju k ,  hogy ha  t  e lé g  nagy, akkor 
kezdetben  néhány  f o g l a l t s á g i  p e rió d u s  b e fe je z ő d ik ,  majd a 
t - k - ( l - y )  p i l l a n a tb a n  e lk e z d ő d ik  egy ú jab b  f o g la l t s á g i  p e r ió ­
dus, mely a  t  p i l l a n a tb a n  még t a r t  s  közben már k - k is z o lg á -  
l á s  l e f o l y t .
A m ondottakból l á t h a t ó ;  ahhoz, hogy az 
Д 1 /  { U y  < r j ln\{) ^  l+y+dy  , V (t) = [ k , r )  }
esemény b e k ö v e tk ezzen , k e l l ,  hogy a t - k - ( l - y )  é s  a t - k - ( l - y ) + d y  
p i l l a n a to k  k ö z ö t t  e lk ezd ő d jö n  egy f o g l a l t s á g i  p e r ió d u s , melyben 
fo lyam atosan  k - n á l  tö b b  k i s z o lg á lá s  t ö r t é n i k  és hogy a k -a d ik  
k i s z o lg á lá s  b e fe je z ő d é s e  u tán  r  ig é n y  m aradjon a várakozók 
so ráb an . Ezen események b ek ö v e tk ezés i v a ló sz ín ű sé g é n e k  fő ré s z e
[ H ( l - k - U - y ) + d y ) - H l i - k - t l - y ) ) ]
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a h o l k=o e se té n  1Гоо = 1 .  Továbbá k e l l ,  hogy a fo lyam atban  
le v ő  f o g la l t s á g i  p e r ió d u s  u to ls ó  (k -a d ik )  k is z o lg á lá s á n a k  be­
fe je z ő d é s e  u tán  a so rban  maradó r  igényhez az ( l -у )  id ő  
a l a t t  még to v áb b i l - r  ig é n y  c s a tla k o z z é k . Ezek fig y e lem b ev é­
t e l é v e l  k a p ju k , hogy
P { í + У < 7 ( n ) ( t )  ^ /+  у + dy, ^ ( t )  = (k,r) ]  =
= [h( t - k - (  l -у ) +dy) -  H ( t - k - ( l - y ) ) j  в 1íkir+ Ofdy)
Ha most t  ig en  nagy , akkor a B la c k w e ll - té te l  é r te lm é b e n  
H (t-k - ( l-y )+ 'd y )  -  H ( t - k - ( l - y ) j  k ö z e l d y / ( l /^  + , e z é r t
/ 12/
/ ,nL < 7 fr) *  l+y + dy , vft) =(k,r) J =
V ilá g o s , hogy
P { í + У ^ ( t )  — / + y  + d y ]  =
ÍH t-y )]  I
= ^  P (  ^ + У < 7 ( n ) ( t )  á  / + у  + dy,  V ( t ) = ( k , r ) J
k=o r=o
M ie lő tt  most i t t  á t té rn é n k  a t  —»oo h a t á r e s e t r e ,  vegyük
CD .
é s z r e ,  hogy a  Z1 ^utr =  1Tr (/), ( o ^ r é n - 1 )  so rok  v é g e s  ő s z -k"«
szegüek  é s  hogy a H (T +dy)-H(T) kü lönbség  minden 7  Ss о m el-
4
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l e t t  egy s  ugyanazon k o r l á t  a l a t t  m arad . Ezek és / 1 2 /  f e lh a s z ­
n á lá s á v a l  most már könnyen m egm utatható , hogy
Æ  4 l n> (t> -  / ♦ 7  .  a j  ] =
d y e
>('-y)
i  + /u„
oo /
E  Г
L  - Г \ rsO (l - r )!
X ,  + 0 (d y )
Eredményünket a következőképpen f o g la lh a t ju k  ö ssze :
3 .T é t e l .  T e tsz ő le g e s  n ^ l ,  Л>о m e l l e t t  a ( v i r t u á l i s )  v á ra ­
k o z á s i id ő  / 3 /  e rg o d ik u s  e lo s z lá s á n a k
wn (y)
d Wn (y)
3y у >  о
sű rű ség fü g g v én y é t az l + J  — ( / + 1) , / = o , l
pontokban  a
//3/ W„(Ay)= e
r=o
ÍA(<-y)]/ r
(l-r)! V
, n - l ,  у > о
fo rm u la  s z o l g á l t a t j a ,  aho l ÍT* =  d0,r + ï r(*)y ÍTr(/j (r = 0 , n-l)
p e d ig  a  / 9 /  e g y e n le tre n d s z e r  z= l e s e t é r e  vonatkozó m egoldása. 
Továbbá, a Wn (y) függvény , é r te lm e z é s é b ő l k i fo ly ó la g  y-*o - r a  
z é ru s ,  az у  = о h e ly e n  sz a k a d á ssa l re n d e lk e z ik  s u g rása
Wn (h) 1
4  +A *
l im  
h ->  + о
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Eredményünket f e lh a s z n á lh a t ju k  a
lim  M i7( n ) ( t )  = w 
t  -*co '
v á rh a tó  é r t é k  m eghatározásához. K apjuk , hogy
Л 4 /  u - " t  t  V ( I „ * I )  ,í=0 гзО /
aho l
/1 5 / /
1
f (O^ s * п - 1  j
Eredményünk i l l u s z t r á l á s á r a  te k in ts ü n k  ezek  után  k é t  p é ld á t .  
Legyen e lő s z ö r  n = l .  Ekkor /9 /-n e k  c sa k  egy e g y e n le te  v an .
Ebből
TT0 (z) =  zr1 + z r1ílalz)
azaz
TloU) = J Z ^ r =  2Г, £  ízr,)“I Z'i ksO
Innen
( * * / )  .irM= r<\
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Egy ig é n y  m ost csak akkor m aradhat a re n d sz e rb e n , ha a b e é rk e ­
zéskor n in c s  más várakozó ig é n y  a s o rb a n . A v á ra k o z á s i id ő  most 
a ( o , l )  szakaszon  o s z l ik  e l ,  sű rűség függvénye /1 3 /  a la p já n
w,íy)= * -Á(t-y) ( о <y — ij
Szám ítsuk k i  most y u ^ -g y e t. M egjegyezzük e lő b b , hogy a  f é l r e -
Í T k r  v a ló sz in ü sé g e k e t i s  c é l ­é r té s e k  e lk e r ü lé s e  v é g e t t  a 
ггszerű  Jl , H iel j e l ö l n i ,  u ta lv a  a f e l s ő  z á r ó je le s  in d e x s z e l  к , r
a r r a ,  hogy  ezek a m ennyiségek o lyan  re n d s z e r re  vo n a tk o zn ak ,
r ( n )
amelyben a  s o rk a p a c itá s  " n " . Bármely "n" m e l le t t  a 0* fo g -
(n)
l a l t s á g i  p e r ió d u s  h osszának  e lo s z lá s a  a TI k Q v a ló s z ín ű ­
ségekkel a  következő k a p c so la tb a n  á l l ;
P { d i<n,=  Ь / j  =  JT^ pa ' ( k ^ o )
E m egjegyzésünkből v i l á g o s ,  hogy a / 9 /  e g y e n le tre n d s z e r  megol­
d ásáv a l e g y ú t ta l  m eghatároz tuk  a f o g l a l t s á g i  p e rió d u s  h o s s z á ­
nak e l o s z l á s á t  i s .
A te k in te n d ő  n=l e s e tb e n
ÍT™A.= r,V- ) A
Г fű
azaz e lo s z lá s a  p Q-p á rá m é te rű  g e o m e tria i e l o s z l á s .  Mivel
p0 = e_> , k ap juk , hogy
г dl A
Mi =  A /o) =  e
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A / 3 /  e rgod ikus e lo s z lá s fü g g v é n y  ennek m e g fe le lő e n ,
Л
1 + AeX +
, л Ae
f t Ae *
О
, е*1
1 + Ае* 1 +Аех
E lső  p i l l a n a t r a  e llen tm o n d ásn ak  l á t s z i k ,  hogy W ^ ( l ) < l .  Ennek 
azonban az az oka, hogy az { 7^  ^n ^ ( t )  -  x }  esemény csak  az 
e se tb e n  é r te lm e z h e tő , ha  a  t  p i l l a n a tb a n  b eérkező  ig é n y  nem 
vész  e l .  Ha a / 3/  a l a t t  é r te lm e z e t t  Wn (x) fü g g v én y t e lo s z t ­
ju k  annak a v a ló s z ín ű s é g é v e l,  hogy egy beérkező  ig é n y  nem vész 
e l ,  akkor már v a ló d i  e lo sz lá s fü g g v én y h e z  ju tu n k . E m egjegyzés 
a la p já n  l á t h a t j u k ,  hogy eredményünk f e lh a s z n á lh a tó  á' v e s z té s i  
v a ló sz ín ű sé g  m eg h a tá ro z á sá ra  i s .  N y ilv á n v a ló , hogy a v e s z té s i  
v a ló s z in ü s é g e t  az / 5 /  a l a t t  l e v e z e t e t t  P^+£ m ennyiség a d ja ,  
m elyet most már f e l í r h a tu n k
p( n)
ii+l = 1 W_(n)
a lak b an  i s .  Sőt a P .^ ' ,  ( o s k ^ n )  v a ló s z ín ű sé g e k e t  i s  megadhat­
ju k  a Wn (x) függvény s e g í t s é g é v e l .  U gyanis az { l< rf  (*)— 1+1} 
esemény e k v iv a le n s  a { =  / } esem énnyel s ebbő l k i ­
fo ly ó la g
pfn) = Wn(/+1) -  wn< n , (L —0 , .  « • ,n—1) «
A t e k i n t e t t  n= l e se tb e n
1 + A e*p^  = 1-  wx(i) = 1 -
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Innen  le o lv a s h a tó ,  hogy  nagy X -Jera a v e s z t é s i  v a ló sz ín ű sé g  
ig e n  j ó l  b e c sü lh e tő  1 — - va l .  M egjegyezzük, hogy ez az 
a s z im p to t ik a  b á rm ily en  "n" s o rk a p a c i tá s  és  t e t s z ő le g e s  e lo s z ­
l á s ú  v é le t le n  id ő ta r ta m ú  k is z o lg á lá s o k  e s e té n  i s  é rvényes 
( l d .  [ l ]  (6.8) f o r m u lá j á t ) .
T érjü n k  most á t  az n=2 e s e t  v i z s g á l a t á r a .  H atározzuk  meg e lő ­
s z ö r  a ff (*) é s  a  J / ^ z )  g e n e rá to r fü g g v é n y e k e t. A / 9 /  
e g y e n le tre n d s z e r  a la p já n
(1-  p,z)l[Jz) -  Zpoïï'tz) = zp, 
- r 2 z Tl0 (Z) + ( 1 -  zr< ) ÏÏJz) = zrt
Innen
ïï0(z)=
zp, -  z Po
zr2 l - z r , _  z a U - z p , )  + z2p0rz
1-p.z
- V
- Z P o
1-zr ,
d-P'ZlU-nz) —z2p0rz
i-pzz
-V zrt
1-PlZ - zp,
- r 2z 1 -zr ,
[ \ - р ? ) г гг  + 2 груГг 
( l -p ,z ) [1 -r iz ) -z ip0r2
Számunkra elegendő csupán  a J r ; - < L  +• K « ) m ennyiségek
is m e r e te .  Esetünkben
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JT*_  j I Pi(l-Pi) + РоГг
(У -р ,) ( /-Г ,) -Д ,Г г
Ч[*= H-Pt)  b  + Pir2 
(/-p ,)if-r ,)-p0r2
Ezek f e lh a s z n á lá s á v a l  a Wg(x) sű rű ség függvény  /1 3 /  a la p já n  
könnyen f e l í r h a t ó .  /1 4 / - b ő l  a v á ra k o z á s i id ő  á t la g é r té k e
/1 6 /  ÍT.*7« + ÏÏ*li+I,)+ÏÏ?(i*I,}
aho l I Q, 1^ a / 1 5 /  s z e r i n t  é r te lm e z e t t  m ennyiségek . Szem léle­
te s e n  v i lá g o s ,  hogy ha  ^  ig en  nagy , akkor to é rté k én e k  
k ö ze l 2 -nek  k e l l  l e n n i e .  Ugyanis ez e s e tb e n , h a  egy b e sz é lg e ­
t é s  b e fe je z ő d ik , akko r a m egüresedett v á ra k o z á s i  h e ly re  nagy 
v a ló sz ín ű sé g g e l nyomban b e é rk ez ik  egy ig én y  s ez k ö z e l í tő le g  
2 egységnyi i d ő t  k é n y te le n  v á ra k o z n i. E té n y  /1 6 / - b ó l  könnyen 
be i s  l á t h a t ó ,  csupán  a z t  k e l l  észrev en n ü n k , hogy
llm (ТТГ-<)= Um g(l) =  О
Х-ven >—.«О
Il-
l im  ТГ, =  4 
Л-^оо
-  56 -
és  hogy
lim  íj = 0  , (j = 0,1)
Végül r á  sz e re tn é n k  m u ta tn i  azokra  a p ro b lém ák ra , amelyek a vá­
z o l t  e ljá rá s u n k n a k  t e t s z ő le g e s  e lo s z lá s ú  v é l e t l e n  id ő ta r ta m ú  
k is z o lg á lá s o k  e s e té r e  tö r t é n ő  a lk a lm a z á sá v a l k a p c s o la to s a k . 
Döntő s z e re p e t  j á t s z i k  az a té n y ,  hogy mig k o n s ta n s  id e jű  k i ­
s z o lg á lá s o k  e s e té n , h a  i s m e re te s ,  hogy már к  k i s z o lg á lá s  t ö r ­
t é n t  egy fo lyam atban  lé v ő  f o g la l t s á g i  p e r ió d u s  s o rá n , akkor 
e g y ú tta l  ism e re te s  ezen  к számú k i s z o lg á lá s  ö s s z id e je  i s ,  ad­
d ig  v é l e t l e n  id ő ta r ta m ú  k is z o lg á lá s o k  e s e té n  ez már n in c s  Íg y . 
Kézenfekvőnek l á t s z i k  e z é r t  a Tfkj  v a ló sz ín ű sé g e k h e z  ha­
son ló  j e l e n té s ű  JTk / [u)du v a ló sz ín ű sé g e k  b e v e z e té s e , meg­
k ö v e te lv e ,  hogy a l e f o l y t  k-szám u k i s z o lg á lá s  ö s s z id e je  u és  
Ufdu közé e s se n . Ha a  k i s z o lg á lá s i  id ő ta r ta m  e lo s z lá s a  sima 
s f ( t )  j e l ö l i  a sű rű sé g fü g g v é n y é t, akkor a  függvé­
nyek re  le v e z e th e tő k  az  a lá b b i  r e lá c ió k :
r p„( (u) f lu)  , ho 0 ^ 1  <  n - i
V u )  =  -
Гп[и) f(u) , hú l — n — i
ha l=n-1
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ahol
rju)=j_p,(u) (k*o)
E g y en le te in k  á tte k in th e tő b b é  v á ln a k  a 
о о
L a p la c e - tr a n s z fo rm á lta k  te rm in o ló g iá já b a n . (M egjegyezzük, hogy 
a p / ( t ) f ( t )  é s  az r k ( t ) f ( t )  függvények L a p la c e - t r a n s z f o r -  
m á l t ja i  k i f e je z h e tő k  az f ( s )  d e r i v á l t j a i  s e g í t s é g é v e l ) .  Most a
F/fs.z) =  £3 TTk/ (s )z k ( o ± l é n - l )
le-« I
g en e rá to rfü g g v én y e k re  kapunk /9 / - h e z  h a so n ló  e g y e n le t r e n d s z e r t .  
További m eggondolások a r r a  engednek k ö v e tk e z te tn i ,  hogy a kö­
z ö l t  e l j á r á s  lé p é s e in e k  a lkalm as m ó d o s ítá sa i s e g í t s é g é v e l  l e ­
v e z e th e tő  egy fo rm u la  a / 3 /  e rg o d ik u s  e lo s z lá s  sű rű ség függvé­
n y é re , amely t a r ta lm a z n i  fo g ja  most a ÎT ^  { ( u) függvényeken 
k iv ü l  az f ( t )  függvény  f ( t ) “ ^  = f ( t ) * . . , * f  ( t ) , ( k > o )  
i t e r á l t j a i t  i s .  A fo rm u la  nagyon b o n y o lu l t ,  a a lk a lm a z á s i l e ­
h e tő ség e  a  g y a k o rla tb a n  ig en  c s e k é ly .  E z é r t  i s  l á t s z i k  a 2 . t é ­
t e l ,  mely a / 3 /  függvény  k ö z e l í té s é v e l  k a p c s o la to s ,  ig e n  h asz ­
nosnak.
M egem lítjük még, hogy v é le t le n  id ő ta r ta m ú  k is z o lg á lá s o k  e se té n  
a f o g l a l t s á g i  p e r ió d u s  hosszának  e lo s z l á s a  Gn (x) fo ly to n o s  
e lo s z lá s  s a  ÍT jc J (u ) függvényekkel a köve tkező  k a p c s o la t­
ban á l l :
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P{df'< *}= f f  ÏÏk<0 (и) pjv) dudv
О* u+v <t  
О* и 
Q& V
Tehát а Я*,/ (u l függvények  m eg h a tározáséva l a GQ( t )  e lo s z ­
lás fü g g v é n y  i s  i s m e r t té  v á l i k .  Azonban a GQ( t )  függvény  ezen 
u tón  tö r t é n ő  tanu lm ányozása  ig en  körülm ényesnek l á t s z i k  s  vé­
leményünk s z e r in t  e lő n y ö seb b  e c é lb ó l  a [2 l d o lg o z a t módsze­
r e i t  k ö v e tn i .  E m e lle tt  s z ó l  még az i s ,  hogy e m ódszerek a lk a l ­
m azhatók nem sima e lo s z l á s ú  k i s z o lg á lá s i  id ő ta r ta m o k  e s e té n  i s .
Irodalom :
[1 ] K e ilso n  F.:  The e rg o d ic  queae l e n g th  d i s t r i b u t i o n  f o r
q u en e in g  system s w ith  f i n i t e  c a p a c i ty .  
J o u rn a l  o f  th e  Royal S t a t i s t .  S o c ie ty  s e r  
B, v o l . 2 8 . ,  No. 1 . /1 9 6 6 /  pp . 190 -201 .
[2] Tomkó J . :  Gdna p r e d e ln a ja  teo rem a v  z a d acse  o b s z lu -
z e lv a n y i j a  p r i  n y eo g raey ic sn o  v o z ro s z ta ju s e j  
in te n s z iv n o s z ty i  vhod jaseho  p a to k a .
S tu d ia  S c ien tia ru m  M ath. H ung., Tomus I I . ,  
5-Л . /1 9 6 7 / .
[З] Sm ith  W.L.: Renewal th e o ry  and i t s  r a m i f i c a t io n s .  Jo u rn a l 
o f th e  R oyal S t a t i s t .  S o c ie ty  s e r .  B ., v o l .  
20 . N o . 2 .  /1 9 5 8 /.
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S_u_m_m_a_r_y
An Ж /G / l  s e rv ic e  system  i s  c o n s id e re d  under th e  assum ption  
t h a t  th e  c a p a c i ty  o f  queue i s  f i n i t e .  More d e t a i l e d l y  t h i s  
assum ption means t h a t  a custom er w i l l  g e t  l o s t  i f  i n  th e  
i n s t a n t  o f i t s  a r r i v a l  th e  queue s iz e  i s  equal to  "n" (h e re  
n d e n o te s  th e  c a p a c i ty  o f q u e u e ) .
L et us deno te  by th e  le n g th  o f  th e  busy p e r io d ,  *^n ^ ( t )
th e  v i r t u a l  w a it in g  tim e a t  th e  i n s t a n t  t .  I t  i s  p roved  by 
th e  a u th o r  in  an a n o th e r  p ap e r t h a t  f o r  ev e ry  n 3s 1
I t  i s  d e riv e d  by th e  a u th o r  a ls o  t h a t  f o r  any > >  1 , in  th e  
s ta t io n a r y  case
pov ided  th a t  th e  v a r ia n c e  o f th e  s e rv ic e  tim e  i s  eq u a l to  
(5 ( о < C ^  00 ) .  The average  s e rv ic e  tim e  i s  supposed  to  be 
f i n i t e  and i s  tak e n  f o r  1 .
T his p ap er d e a ls  w ith  in v e s t ig a t io n  o f th e  e rg o d ic  d i s t r i b u t io n  
o f th e  v i r t u a l  tim e
where = E ( à i s  th e  param et e r  o f a r r i v a l  p ro c e s s .
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in  the  c a se  o f  th e  c o n s ta n t  (=1) s e rv ic e  tim e  (when th e  
s ta tem en t (ж) i s  n o t t m e )  . The a u th o r  p o in ts  ou t t h a t  th e  
ergod ic  d i s t r i b u t i o n  o f  th e  queue s iz e  can be d e te rm in e d  by 
th e  l a s t  d i s t r i b u t i o n .
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A g lu sk o v i m ik roprogram -rendszer m ó d o s ítá sá ró l 
G yuris L ász ló
V.M.Gluskov -  az autom aták b lo k k s z in té z is e  e lm é le té v e l  [4] 
fo g la lk o z ó  i s m e r t  munkáiban ( p l .  [ l ] , C 2])-ben egy e le k t r o ­
n ik u s  szám ológépet k é t  au tom ata  k o m p o z íc ió jáv a l á l l i t  e lő .
A lábbiakban az ig y  fe lé p ü lő  re n d s z e r  o lyan  m ódosításának  l e ­
h e tő sé g é t v á z o lju k , amely bizonyos é rte lem b en  le h e tő v é  t e s z i ,  
hogy ebben az e lm é le tb en  mélyebben a n a l i z á l ju k  a szám ológépek 
lo g ik a i  v e z é r lé s é v e l  k a p c so la to s  p ro b lém ák a t.
A g lu skov i r e n d s z e r  a lá b b i m ódosítása  f e lh a s z n á lh a tó  a  m ik ro - 
p ro g ram -a lg eb rák  [ l l  és az a lg o ritm u so k  lo g ik a i  sémái [3 ] 
( to vább iakban  ALS-ok) k ö z ö tt  b izonyos k a p c so la to k  ( p l .  [2 ] ,  [5 ]) 
é r te lm e z é s é re , v a lam in t ú jabb  i ly e n  k a p c so la to k  k im u ta tá s á ra  i s .
$ 1 .
Egy szám ológépet -  [1] é rte lm ében  -  a következő  au to m a ta - 
kornpozicióval á l l i t j u k  e l ő .  Legyen A (v ég es  vagy v é g te le n )  
M oore-autom ata és  В véges i n i c i á l i s  M ealy-au tom ata; az А- t  ope­
r á c ió s ;  a В- t  v e z é r lő  autom atának nevezzük . Legyen (A,B) e k é t  
autom atának az 1 . ábrán  l á th a tó  k om pozíc ió ja :
( Pp» • • • «Pjç)
1 . á b ra
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Az A bem enőábécéje e g y b e e s ik  а В k im enőábécé jéve l 
( A - ^ , . . . , ^  m ik r o u ta s i tá s o k ) ,  az A k im enőábécéje  p e d ig  а  В 
bem enőábécéjével lo g ik a i  f e l t é t e l e k  é r t é k e i ) .  Az
A  ^ ( i = l , . . . , n )  m ik ro u ta s itá s o k  az A au tom ata  M á l l a p o th a l -  
mazának önmagába való  le k é p e z é s é t  j e l e n t i k ,  a p.. ( j = l , . . . , k )  
lo g ik a i  f e l t é t e l e k  ezen M halm azon vannak é rte lm e z v e .
Az (A ,B )-n  k ív ü l r ő l  jövő  in fo rm á c ió  a  В- t  b e á l l í t j a  va lam ely  
bQ i n i c i á l i s  á l l a p o tb a ,  ez m eghatározza a z t  a m ik r o u ta s i tá s -  
s o ro z a to t  (m ik ro p ro g ram o t) , am elyet В az A-nak ad . Az egyes 
m ik ro o p erác ió k  e lv ég zésén ek  eredm ényeként az A egy O -kból és 
1-egekbő l á l l ó  s o ro z a to t  ( a lo g ik a i  f e l t é t e l e k  a k tu á l i s  é r t é k e ­
i t )  b o c sá t k i  а В au tom ata  r é s z é r e .  E s o ro z a t  a d ja  meg az 
a d o tt  m ikroprogram  k ö v e tk ező  v é g re h a jta n d ó  m ik r o u ta s i tá s á t  
(azaz  a m ikroprogram on b e l ü l i  á tm e n e te k e t) .  A -  v é g re h a j tá s  s o r ­
ren d jéb en  -  le g u to ls ó  m ik ro o p e rác ió  e lv é g z é se  u tán  а В " b e á l l"  
valam ely  t e r m in á l i s  á l l a p o tb a ,  e z z e l  a c ik lu s  b e fe je z ő d ik .
A f e n t i  ( A,B) k ib ő v í t é s é t  az t e s z i  sz ü k sé g e ssé , hogy ez a re n d ­
s z e r  ebben a  formában e l t e k i n t  a szám ológép v e z é r lé s é n e k  lé n y e ­
ges r é s z é t ő l .  (H iszen  f e l t é t e l e z z ü k ,  hogy au tom atikusan  k ív ü l ­
r ő l  é rk e z ik  a  В- t  a k e l l ő  p i l l a n a tb a n  bQ-b a  " b e á l l i t ó "  i n f o r ­
máció) • E z é r t  c é lsz e rű n e k  l á t s z i k  a szám ológépet o lyan  a u to m a ta - 
kom pozició a la k já b a n  e l ő á l l í t a n i ,  ah o l а В au tom ata ezen  "b e -  
á l l i t á s á h o z "  szükséges in fo rm á c ió  a re n d sz e re n  b e lü l  k e le tk e z ik
a memóriában e lh e ly e z e t t  program  fe lh a s z n á lá s á v a l
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Továbbiakban a f e n t i  (A ,B j- t  e g y e tle n  au tom atának t e k i n t j ü k ,  és 
1Л - v a l  j e l ö l j ü k .  B em enőjelei o p e rá to ro k , kim e­
n ő je l e i  P ^ , . . . ,P ^  lo g ik a i  f e l t é t e l e k  é r t é k e i .  Az Dl ^ 
( i = l , . . . , r a )  o p e rá to ro k  v é g re h a j tá s a  az "W autom ata ( M C ) КП 
á lla p o th a lm a z á n a k  önmagába v a ló  le k é p e z é s é t  j e l e n t i ,  a  Pj 
( j = l , . . . , £ )  lo g ik a i  f e l t é t e l e k  az Tíl  -en  vannak é rte lm e z v e . 
Legyen *&' véges i n i c i á l i s  M ealy-v. M oore-autom ata, amelynek 
b em en ő je le i а P ^ , . . . ,P g  lo g ik a i  f e l t é t e l e k  é r t é k e i ,  kim enő­
j e l e i  az Ut !» • • •»  o p e rá to ro k . T ek in tsü k  a köve tkező  autom a- 
tak o m p o z ic ió t ( 2 . á b ra ) :
l r
2 . á b ra
T erm észetesen  az ( U t(=£- ) - re n d sz e rn e k  még vannak m ásfé le  kap ­
c s o la t a i  a " k ü lv i lá g g a l"  i s .
Mint fe n te b b  l e i r t u k ,  az ( A ,B )-re n d sz e r  k ib ő v í t é s é t  az in d o k o l­
j a ,  hogy e r e d e t i  a la k já b a n  csak  m ikroprogram ok v é g r e h a j tá s á t  
é r te lm e z i .  Ha v is z o n t  v á l t o z t a t á s  n é lk ü l  alkalm azzuk program ok 
v é g re h a jtá s á n a k  é r te lm e z é sé re  (azaz  A bem en ő je le i o p e rá to ro k  
V.  u ta s í tá s o k  é s  nem m ik r o u ta s i tá s o k ) , akkor a m ikroprogram ve- 
z é r lé s n e k  a re n d sz e rb e n  v a ló  l e í r á s á b ó l  k e l le n e  e l te k in te n ü n k ,
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A szám ológépeknek az ( "Ul ) -kom pozíció  a la k já b a n  v a ló  i ly e n  
e l ő á l l í t á s á t  a k é t p roblém a e g y ü tte s  t á r g y a lá s a  in d o k o lja .
A lgoritm usok lo g ik a i  sém áin (ALS-ok) -  [3 ] a la p já n  -  o ly an  vé­
ges s o ro z a to k a t  é r tü n k , amelyek o p e rá to ro k b ó l (Dl ^ ( . . .  ( Dip ) , 
lo g ik a i  f e l t é t e l e k b ő l  (P^ __••*p 8 ц__ és jo b b - f é lz á r ó je le k -
. I '11 1 s
bői ( - J ,  ....... , -т-l ) á l ln a k  olymódon, hogy a lo g ik a i  f e l t é t e l e k
és a jo b b - f é lz á r ó je le k  k ö z ö tt  eg y -eg y érte lm ü  m e g ie le l te té s  á l l  
fe n n . Továbbiakban a szám ológépi program okat ALb-ok a la k já b a n  
ad o ttak n ak  t e k i n t j ü k .
Tegyük f e l ,  hogy v a lam ely  ALS-ot az ( Ш ) -re n d sz e rn e k  végre  
k e l l  h a j t a n i a . 1^ -  A [3J ALS " v é g r e h a j tá s i"  e l j á r á s á t ó l 2^ e l t é ­
rően  a v é g re h a jtá s b a  b e le é r t jü k  az azon " v é g r e h a j tá s i"  e l j á r á s  
eredm ényeként k a p o tt  o p e rá to rs o ro z a tn a k  (m int u t a s í t á s s o r o z a t ­
nak) a k o n k ré t  v é g r e h a j tá s á t  i s .  -  Ekkor £r  -  a [3] é r te lm é ­
ben -  " v é g r e h a j t ja "  az ALS-t, ennek eredm ényeként k a p o tt  o p e rá ­
to r s o r o z a t  e le m e it k ia d ja  az Dl -n a k . Minden o p e rá to r  " b e á l l i t -  
ja "  а В au tom atá t a m eg fe le lő  bQ i n i c i á l i s  á l l a p o tb a ,  é s  
ig y  az ( A ,B )-ren d sz e r  v é g r e h a j t j a  az ennek m eg fe le lő  m ik ro p ro g ra - 
mot [ 1 ] .  E c ik lu s  végén (am ikor В te r m in á l i s  á l l a p o tb a  k e rü l)  
az Dl k im e n ő je le k én t a P1 , . . . , P s lo g ik a i  f e l t é t e l e k  m egfe-
1/  T erm észetesen  f e l t é t e l e z z ü k ,  hogv az ( Dl ,«£>- ) ,  o p e rá to ra i  kö­
z ö t t  az ALS o p e r á to r a i ,  az ( Dl ,jb- ) lo g ik a i  f e l t é t e l e i  k ö z ö tt  
az ALS lo g ik a i  f e l t é t e l e i n e k  b a lo ld a lá n  s z e re p lő  lo g ik a i  függ­
vények e lő fo rd u ln a k .
2 /  Ebben az e se tb e n  a " v é g re h a j tá s "  s z ó t id é z ő je lb e  te s s z ü k .
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l e l ő  é r t é k é t  k a p ja  a J r  , am elyet az ALS "v é g re h a jtá sá b a n "  
a köve tkező  o p e rá to r  k iv á la s z tá s á h o z  ( é s  "1Я -b a  v a ló  á ta d á s á ­
hoz) h a sz n á l f e l .  Az ALS " v é g re h a jtá sá n a k "  u to ls ó  lép éséb en  (ha  
van i ly e n )  k a p o tt  o p e rá to r  1Я -ban  tö r t é n ő  té n y le g e s  v é g re h a j­
t á s á v a l  a "program  f u tá s a "  b e fe je z ő d ik .
§ 2 .
Az Cll fo rm á lis  m atem atik a i a p p a rá tu sa  k ö z v e tle n ü l  a lkalm azha­
tó  az ( Ut, «& ) - re n d s z e r  e s e té b e n . B ázishalm aznak az "íflfl
halm azt t e k i n t j ü k ,  az o p e rá to ro k  és  a lo g ik a i  f e l t é t e l e k  halma­
zán a s z o rz á s ,  k o n ju n k c ió , d is z ju n k c ió ,  n e g á c ió , o p e rá to r  és l o ­
g ik a i  f e l t é t e l  s z o rz á s a ,  Ы -  d is z ju n k c ió  és o( - i t e r á c i ó  
m eg fe le lő  é r te lm e z é s é v e l f e lé p ü lő  a lg e b rá k a t  p rogram algebráknak  
és f e l t é t e l e k  a lg e b rá in a k  nevezzük .
R e g u lá r is  programokon é r t j ü k  az o p e rá to ro k b ó l ( u ta s í tá s o k b ó l)  
a  s z o rz á s ,  Ы -  d is z ju n k c ió  és OC -  i t e r á c i ó  v é g es  számú 
a lk a lm a z á sá v a l k a p o tt  k i f e j e z é s e k e t .  É rvényes az L l3 t é t e l é ­
nek m eg fe le lő  á l l í t á s a :  bárm ely program  r e g u l á r i s  a la k r a  hoz­
h a tó .
Az C l] , [ 2] eredmények i ly e n  i n t e r p r e t á c i ó j a  a szám ológépi 
program ok egy u j n y e lv é t  eredm ényezi, a  r e g u l á r i s  program ok 
n y e lv é t .  A r e g u l á r i s  program ok n y e lv e  i l l .  a  r e g u l á r i s  programok 
e lm é le te  az autom aták e lm é le té v e l  ( p l .  a  r e g u l á r i s  k i f e je z é s e k  
n y e lv é v e l,  s t b . )  é s  a  program ozás e lm é le té v e l  ( p l .  az ALS-ok 
e lm é le té v e l  [2 ] ,  [5 ] ) v a ló  k ü lö n le g e s  k a p c s o la ta  m ia t t  a la p ­
v e tő  s z e re p e t  j á t s z h a t  ezen e lm é le tek  s z in té z is é b e n  i s .
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§_u_m_m_a_r_y_
On th e  m o d if ic a tio n  o f  th e  G lushkovian m icroprogram -system
L .G yuris
V.M.Glushkov c o n s t r u c ts  in  h i s  works d e a l in g  w ith  th e  th e o ry  
o f th e  b lock  s y n th e s i s  o f  autom ata L l ,2] an e le c t r o n i c  computer 
a s  a com position  o f  two au tom ata .
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In  th e  p r e s e n t  p ap er such  p o s s i b i l i t y  o f  an e x te n s io n  o f a so 
c o n s tru c te d , system  i s  d e s c r ib e d  w hich e n a b le s  us to  a n a ly z e  
th e  problem s con n ected  w ith  th e  p r e s e n ta t io n  o f th e  l o g ic a l  
c o n tro l  o f -  more d e e p ly  from  th e  g iven  p o in t  o f view  in  t h i s  
th e o ry  -  and to  in tro d u c e  th e  language o f  th e  r e g u la r  p rogram s. 
T h is  e x te n s io n  o f th e  G lushkovian system  can be used t o  th e  
i n t e r p r e t a t i o n  o f c e r t a i n  c o n n e c tio n s  [2 , 5] between th e  
m ic ro p ro g ram -a lg eb ras  and lo g ic a l  schem es o f a lg o r i th m s , and 
to  th e  d e m o n s tra tio n  o f  newer euch c o n n e s tio n s  to o .
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ffél-Markov fo ly am ato k  v e z é r lé s e  
G erg e ly  J ó z s e f
Az a lá b b i  c ik k  a Markov lán co k  á l t a lá n o s í t á s a k é n t  f e l f o g h a tó  
fé l-M ark o v  folyam atok v e z é r lé s é n e k  egyes k é rd é s e iv e l  f o g l a l ­
k o z ik . Az á l t a l á n o s i t á s  abban n y i lv á n u l  meg, hogy mig a Markov 
lá n c  á tm e n e te i  k ö z t e l t e l t  i d ő t  egységnyinek  t e k i n th e t tü k ,  ad­
d ig  a fé l-M arkov  fo ly a m a to k n á l ez v a ló s z ín ű s é g i  v á l to z ó  l e s z .
A fé l-M ark o v  fo lyam atok  v e z é r lé s é v e l  több  c ik k  f o g la lk o z ik ,  ame­
ly ek  k ö z ü l i t t  csak a  [ 2 ] ,  [4] é s  [5 ^ -ö t  e m lít jü k  meg. Ezek tö b b ­
n y ire  a  Howard [ l ] - b e n  t á r g y a l t  m ó d sze re it a lk a lm azv a  á l t a lá n o ­
s í t j á k  az [П  ered m én y e it fé l-M arkov  fo ly a m a to k ra .
J e le n  c ik k b en  nem tö re k s z ü n k  a f e l v e t e t t  p roblém a á tfo g ó  v iz s g á ­
l a t á r a .  A fél-M arkov fo ly a m a t és az o p tim á lis  v e z é r lé s  é rte lm e ­
zése  u tá n  f e l t é t e l e z z ü k  a s t a c io n á r i s  o p tim á lis  v e z é r lé s  l é t e ­
z é s é t ,  m ajd a Howard m ó d sz e ré tő l fü g g e tle n  e l j á r á s t  adunk az op­
t im á l i s  s t r a t é g i a  m e g k e re sé sé re . Azonban az i t e r á c i ó s  e l já rá s u n k  
k o n v e rg e n c iá já v a l nem fo g la lk o z u n k . A V II. pon tban  v á z la to sa n  
i s m e r te t jü k  azokat a m eggondo lásokat, melyek k i in d u lá s u l  s z o l­
gá lnak  más o p tim a liz á ló  a lg o ritm u so k n a k .
Az i t t  f e l v e t e t t  p rob lém ák  to v áb b i v iz s g á la tá r a  k é ső b b i c ik k e ­
inkben  v is s z a té rü n k .
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I . Fél-M arkov fo lyam at
A s z to c h a s z t ik u s  fo lyam atok  s e g í t s é g é v e l  l e í r h a t ó  f e la d a to k  
gyakran vezetnek  fél_M arkov fo lyam atok  v iz s g á la tá h o z .  A [2 ] , 
[ 3 ] ,  [6] é s  [7j -b e n  tá rg y a lta k n a k  m eg fe le lő en  egy ren d sz e rb e n  
le já ts z ó d ó  fé l-M ark o v  fo ly a m a to t a következőképpen é rte lm e z z ü k .
Tegyük f e l ,  hogy a re n d s z e r  egymás u tá n i  á l l a p o ta i  Markov lá n ­
c o t a lk o tn a k  é s  j e l ö l j ü k  ezek e t r e n d re  e * ( l ) ,  e * (2) , . . .  - v e i .  
e * (m )£ E , m ^ l ,  ah o l E az á l l a p o t t é r .  Menjen á t  a re n d s z e r  
v a lam ely ik  e*(m )=i á l la p o tá b ó l  a k ö v e tk ező  e*(m +l)= j á l l a ­
p o táb a  p ^  v a ló s z ín ű sé g g e l és leg y e n  P = 
sz in ü sé g  m á tr ix a , azaz  t e l j e s ü l j ö n
{pij} az á tm e n e tv a ló -
0 “ pi j  ~ 1 ’ H  pi j  = 1
j  € E
/ 1 .1/
Legyen az i  -*• j  egy lé p é se e  á tm enet i d e j e  T ^  v a ló s z ín ű s é g i  
v á lto z ó , m elyet az
Fi ; j(x ) = P ( T i j í x ) ,  x s = o ; i , j € E  / 1 . 2 /
e lo sz lá s fü g g v é n y  h a tá ro z  meg. J e l ö l j e  a re n d s z e r  á l l a p o tá t  t e t s z ő ­
leg esen  t  időben  e ( t ) ,  e ( t ) f  E , e ( t )  fé l-M ark o v  fo ly a m a t.
A ren d sz e rb e n  l e já ts z ó d ó  e ( t )  s z to c h a s z t ik u s  fo lyam at á l t a l á ­
ban nem l e s z  Markov fo ly a m a t, csak  abbém a  s p e c i á l i s  « s e tb e s ,  
amikor a ^  i j  á tm e n e ti  idők e x p o n e n c iá lis  e lo s z lá s u a k . Ekkor
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u g y an is  t e t s z ő le g e s  t ^ 1  ^ id ő p i l la n a tb a n  ism erve  a r e n d s z e r  
e ( t ^ ^ )  = i  á l l a p o t á t ,  az ezen á lla p o tb a n  már e l t ö l t ö t t  id ő tő l  
f ü g g e t le n ü l  megadható t e t s z ő le g e s  t ^ >  t ^  id ő p o n tb an  az 
e ( t v ' )  = j  esemény v a ló s z in ü s é g e .
Tegyük f e l  a to v áb b ia k b an , hogy az e * ( l ) ,  e * ( 2 ) , . . .  Markov lán c  
nem p e r ió d ik u s ,  e rg ó d ik u s , e ( t )  s ta c io n á r i s  fé l-M a rk o v  fo ly a ­
mat é s  lé te z n e k  az
A to v áb b iak b an  s z to c h a s z t ik u s  fo ly a m a to t m eg v a ló s ító  o lyan  ren d ­
s z e re k k e l  fo g la lk o z u n k , melyek működése úgy m ó d o s íth a tó , azaz 
b izo n y o s  p a ra m é te re i id ő b en  úgy v á l to z ta th a tó k ,  hogy ez befo ­
l y á s o l j a  a ren d sz e r  m unkájá t és ig y  a ren d sze rb en  l e já ts z ó d ó  
s z to c h a s z t ik u s  fo ly a m a to t i s .  Nevezzük a re n d sz e re n  i l y  módon 
v é g r e h a j t o t t  v á l to z ta tá s o k a t  a re n d s z e r  v e z é r lé s é n e k .
Az e g y sze rű ség  k e d v é é r t  f e l t e s s z ü k ,  hogy csak o ly an  id ő p i l la n a ­
to k b an  v e z é re ljü k  a r e n d s z e r t ,  am ikor az egy ik  á l l a p o tá b ó l  egy 
m ásik  á l la p o tá b a  megy á t .  Pontosabban az á l la p o to k  b e fe je z ő d é s i  
p i l l a n a t á b a n  döntünk a  re n d s z e r  je lle m z ő in e k  v a la m ily e n  megvál­
t o z t a t á s á r ó l .
/ 1 . 3 /
0
v á rh a tó  é r té k e k , m elyekre  0 <:ai j <aD
I I .  O p tim á lis  v e z é r lé s
-  71 -
Legyenek a re n d s z e r  i  á lla p o tá b a n  a r e n d s z e r  le h e ts é g e s  v e z é r­
l é s e i  K^, K^c K. Minden kCK^ v e z é r lé s h e z  ta r to z z o n  egy
á tm enet m á tr ix  (minden к m e l le t t  t e l j e s ü l  / 1 . 1/ )  
é s  ( / 1 . 2/-n e k  m eg fe le lő )  e lo s z lá s fü g g v é n y  re n d s z e r .
B evezetjük  még a r e n d s z e r  munkájának je l le m z é s é re  a  v e sz te sé g
m á tr ix o t .  F e l te s s z ü k ,  hogy a re n d s z e r  m unkájával k a p c so la to s
k ö lts é g e k , v e sz te sé g e k  az á tm enetek re  vonatkozóan  adhatók  meg
a következőképpen . T arto zzo n  az i  -*■ j  á tm enethez  а к v e z é r -  
(k ) (k}l é s  e se té n  c ^ '  k ö l t s é g .  Legyen v a ló s z ín ű s é g i  v á lto z ó
és  v á rh a tó  é r té k e  vi j^ =  M[ci j ^ ]  •
V iz sg á lju k  meg ezek u tá n  a ren d szerü n k  m űködését. K iin d u lv a  egy 
t Q á tm e n e ti id ő p o n tb ó l legyen  e ( t Q) = i Q; a r e n d s z e r  v e z é r lé ­
se  p e d ig  kQ= k ( i0 ) . p. . v a ló sz in ü e é g  s z e r i n t  k iv á la s z tó -  
1o1l
d ik  a következő  i-, á l l a p o t  és az i
p W  <*>, 
1o 11
L u со c k d j — w
e lo sz lá s fü g g v én y n e k  m egfe le lően  a t
á tm en et az 
^ id ő p il la n a tb a n
v é g re h a jtó d ik . J e lö l jü k  a  k öve tkező , i -^ - tő l  függő v e z é r lé s t  
k ^ = k (i-^ ) -e l. Ekkor az e lő b b iek h ez  h aso n ló an  végbemegy az 
i-^ -*• i 2 á tm enet é s  ig y  to v á b b . Az n -e d ik  lé p é s  u tán  kapjuk  a 
к о ,к 1 » * * *»kn v e z é r lé s e k  m e l le t t  k ia la k u ló  á l la p o to k  
i 0 , i i , . . . , i n s o r r e n d jé t .  A v e z é r lé s e k  s o r re n d jé t
s t r a té g iá n a k  nevezzük és d (o ,n )  = (k Q, k ^ , . . .  j k ^ - e l ,  az n l é -  
p é s e s  m egengedett s t r a t é g i á k ,  ö s s z e s s é g é t  p e d ig  D (o ,n ) -e l  j e ­
l ö l j ü k .  Tegyük f e l ,  hogy te t s z ő le g e s  d € D (o ,n )  s t r a t é g i a  ese ­
té n  minden ra > n - re  l é t e z i k  olyan dK €D (o,m ) s t r a t é g i a ,  hogy
d megegyezik d* e ls ő  n kom ponensével. Az á tm enetek  f e n t i
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n l é Pé se  Tn = t n~t o = T i  i .  + T4Ú + -  + 7r„f í .о 1
id ő  a l a t t  z a j l o t t  l e  é s  ez id ő  a l a t t  a r e n d s z e r  munkája
Cn = CW| + Ch k  * ........+ Cu _t /„ v e s z te s é g g e l  j á r t .  A re n d sz e r
Tn~re eső  m unkáját je lle m e z z ü k  a
/ 2 .1/
h á n y a d o ssa l, ami az id ő e g y s é g re  ju tó  v e s z te s é g e t  f e j e z i  k i .  A
re n d s z e r  munkája anná l ha ték o n y ab b , m inél k ise b b  a
lim inf §[dlO,nl] h a t á r é r t é k .  T e k in tsü k  az ö s s z e s  megenge-
«-*“  d  ( o , n ) t  o(o,n)
d e t t  d (o ,n )  f  D (o,n) s t r a t é g i á t .  Ezek u tán  az o p t im á l is  v e z é r lé s  
azon d s t r a t é g i a  m eg k e resé sé t j e l e n t i ,  amely m e l le t t  a 
§ [ d ( o ,n ) ]  h a tá r é r té k e  a  l e h e tő  le g k is e b b  l e s z .  Ha l é t e z i k  op­
t im á l i s  d s t r a t é g i a ,  ak k o r e r re  t e l j e s ü l :
A to v áb b iak b an  az o p t im á l i s  v e z é r lé s  lé te z é s é n e k  b iz o n y ítá s á v a l  
nem fo g la lk o z u n k . Ez b izo n y o s  f e l te v é s e k  m e l le t t  m e g ta lá lh a tó  a 
[2 ] , [4] é s  [5] c ik k e k b e n .
A [4-1 c ikkben  az o p t im á l i s  v e z é r lé s  lé te z é s é n e k  b iz o n y í tá s a  
m e l le t t  annak s t a c i o n a r i t á s a  i s  ig a z o lv a  v an . Mi i s  f e l te s s z ü k  
a to v áb b ia k b an , hogy l é t e z i k  s ta c io n á r i s  o p t im á l is  v e z é r lé s  és 
annak m egh a táro zásáv a l fo g la lk o z u n k . A to v áb b iak b an  csak  olyan 
s t r a t é g i á k a t  engedünk meg, amelyekbena v e z é r lé s e k  csak  a ren d sz e r  
p i l l a n a t n y i  á l l a p o tá t ó l  fü g g n ek . V iz sg á la ta in k b a n  f e l t e s s z ü k ,  
hogy az E á l l a p o t t é r  é s  a  D v e z é r lé s e k  t e r e  v é g e s .
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I I I .  C ik lu sok  v i z s g á l a t a
R ögzítsünk  egy m egengedett dQ 6 D s t r a t é g i á t  é s  v iz s g á l ju k  
v a lam ily en  alkalm asan  v á l a s z t o t t  á tm e n e ti t  i d ő p o n t tó l  a 
ren d szerü n k b en  le já ts z ó d ó  s z to c h a s z t ik u s  fo ly a m a to t.
Jegyezzük f e l  az e ( t Q) = i  á l l a p o t o t .  F ig y e ljü k  meg a z t  a 
t m i d ő p i l l a n a to t ,  am ikor e lő s z ö r  ú j r a  m eg je len ik  az i Q á l ­
l a p o t .  A s z to c h a s z t ik u s  fo ly a m at t m -  t Q id ő s z a k a s z ra  eső
r é s z é t  c ik lu s n a k  nevezzük . A c ik lu s  h o ssza  t  -  t  = T_; am о m
c ik lu s  á tm en ete in ek  száma m és  a re n d s z e r  c ik l u s r a  eső  v e sz ­
te s é g e  Cm« K iin d u lá s i  i Q á l la p o tn a k  fo lyam atunk egy  lé n y e ­
ges á l l a p o t á t  v á la s sz u k , v a g y is  m elyre
M [m] <® , M [T  ] <oo ■
Ezen e g y e n lő tle n sé g ek  és  a r e n d s z e r t  je lle m z ő  Markov l á n c r a  
t e t t  e r g ó d ic i t á s i  f e l t é t e l e k  m e l le t t  a ren d sz e rb e n  l e j á ts z ó d ó  
s z to c h a s z t ik u s  fo lyam at v a la m ely  á l l a p o tb ó l  k i in d u ló  c ik lu s o kк
is m é tlé s é b ő l  á l l .  E z é rt az e lő z ő  pon tban  az n-+-oo e s e té n  v e t t  
h a tá r é r té k e k  h e ly e t t e s í t h e tő k  a c ik lu s o k  számának növek ed ésé re  
vonatkozó  m eg fe le lő  h a tá r é r t é k e k k e l .
( n)J e lö l jü k  -n e l  annak v a ló s z ín ű s é g é t ,  hogy az i  á l l a p o tb ó l
k i in d u lv a  az n - ik  lé p é sb e n  j - b e  ju tu n k  úgy, hogy közben eg y szer 
sem é r i n t j ü k  az i  á l l a p o t o t .  Akkor r j ^  l e s z  annak v a ló s z í ­
n ű ség e , hogy az i  á l l a p o t  e lő s z ö r  az n - ik  lép é sb e n  i s m é tlő d ik ,
-  74 -
v a g y is , hogy a c ik lu s  lé p é s e in e k  a száma n .  J e lö l j é k  továbbá
ée
r } n) . Legyen o lyan  m á tr ix , am elynek s o r a i  megegyeznek
P s o r a i v a l ,  k iv év e  az i - e d l k e t ,  m ely minden eleme o . F e n n á ll
a k ö v e tk ező  ö ssze fü g g é s
P = {pi á j é s  { r i j  ] m átrixok  i - i k  s o r v e k to r a i t  i
(3 .1 )
vagy is  / 3 . 1 /  f e lh a s z n á lá s á v a l  i r h a t ó :
A to v áb b iak b an  szükségünk le s z  az
írt a)
Г, + £ ,  + +£i ,r" '> =  p i [ I  i  Qj +QÏ+ ... + Q" J
/ 3 . 2 /
/ 3 . 3 /
ö ssze g re  é s  annak e se té n  v e t t  h a tá r é r t é k é r e .  E z é rt be­
b iz o n y í t ju k  a / 3 . 3/  jo b b o ld a lá n  a h a tá rm e n e tn é l f e l l é p ő  m á tr ix -  
so r k o n v e rg e n c iá já t .
A b iz o n y ítá s b a n , majd a z t  követően  tö b b s z ö r  h a s z n á lju k  v a lam ely  
m átr ix  vagy s o rv e k to r  s o rö s s z e g é t .  J e lö l j ü k  e -v e l  a z t  az o sz ­
lo p v e k to r t ,  melynek minden eleme 1 , ekkor valam ely  A m á tr ix  
s o rö s s z e g e ib ő l  a l k o t o t t  o sz lo p v e k to r  А в l e s z ,  mig az a 
s o rv e k to r  so rö ssz e g e  a e .
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T é te l .  Az
I  + + . . .
m á tr ix s o r  konvergens és
I  + Qi + ^  + . . .  = ( I - C ^ r 1
/ 3 . V
/ 3 .5 /
B iz o n y ítá s .  Minthogy a i - e d ik  so rának  e lem ei o -a k , t e t ­
s z ő le g e s  n i  1 - re  a QÍj| h a tv án y  m átrixok  i - e d i k  s o ra  i s  о 
elem ekből á l l .  E z é rt a h a tv á n y o z á sn á l az i - e d i k  s o r  a la k u lá ­
s á v a l  nem tö rő d ü n k . Legyen
Ri  = P -  Qi
Képezzük a m á tr ix  h a tv á n y a it :
q\ - [ p - R íH p - R í ) =  P 2 -  P R ,  -  s ?  /з.б/
( 2 )ah o l ' = R^ (P-R^) m átrix n ak  csak  az i - e d i k  s o ra  k ü lön ­
b ö z ik  o - t ó l .  / 3 . 6 /  s e g í t s é g é v e l
Q3(=  [ P - R , ) [ P 2- P R i  -S,-2!) = p ' - P ' R i - P S f - s T /3.7/
H asonló módon az n - ik  l é p é s  u tán
о " ,  I p - f t ) ( p " l  -  ... - p s r  -
(n-2)
р п_ Р п- ' Ъ - Р п-г5!2)- - p s г "  - s ; n)
ah o l *n-« .Л-1
S Ï  = R i lP  -  P  R í -  ... -s r)-/? íQ 7
m á tr ix  e lem ei az i - e d i k  s o r  k iv é te lé v e l  o -a k , az
/ 3 . 8 /
i - e d i k  so r
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elem ei p e d ig  nem n e g a tív a k , t e k in tv e ,  hogy R^ és  elem ei
i s  i ly e n e k .
F e ltev ésü n k  s z e r i n t  P egy e rg ó d ik u s Markov lá n c  á tm enet m á tr ix a ,
s z to c h a s z t ik u s  m á tr ix , s o rö s s z e g e i 1 - e t  adnak , és  e z é r t  i ly e n
tu la jd o n s á g ú  a pn i s .  M ásrészt n —*co e se té n  P11 —► 7Г ,
ahol Ti a  s t a c i o n á r i s  v a ló sz in ü sé g e k  m á tr ix a . ÎT minden e l é ­
ri -1
me p o z i t i v ,  e z é r t  e lé g  nagy nQ m e l le t t  a P h a tv á n y  minden
egyes elem e i s  p o z i t iv  l e s z .  R ögzítsük  ezen  f e l t é t e l n e k  e le g e t  
tevő  nQ- a t  é s  / J . 8 / - a t  rendezzük  a következőképpen :
n„
p ° - q ° = p °
n _—1
Ri  + Ti / 3 . 9 /
ahol
n -2
= P ,(2 )
n -1
m átrix  m inden eleme nem n e g a t iv .  M inthogy P e lem ei p o z i t í ­
vak és R. i - e d i k  s o ra  ta r ta lm a z  p o z i t i v  elem eket / t e k in t v e ,
n - i
hogy ö sszeg ü k  1 / ,  k ö v e tk e z ik , hogy (P R^) в minden eleme 
p o z i t iv .  /3 * 9 /  f e lh a s z n á lá s á v a l  a d ó d ik , hogy
Q-° minden eleme < 1 /З .Ю /
J e lö l jü k  A - v a l  a  Q- legnagyobb a b s z o lú t  é r té k ű  s a j á t é r t é k é t .
n n
A Qj m á tr ix  legnagyobb  a b sz o lú t é r té k ű  A s a já t é r t é k é r e
a m átrix szám o lás  is m e r t  ö ssz e fü g g é se i a la p já n  / 3 .1 0 /  m ia tt
f e n n á l l :  I
I А ° I ^ 1 , azaz I A| <£ 1
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v a g y is  a ö ssz e s  s a j á t é r t é k e  az egységsugarú  k ö r  b e ls e jé b e
e s ik .  Ez e lé g sé g e s  f e l t é t e l e  a / 3 . 4 /  s o r  k o n v e rg e n c iá já n a k . 
/ 3 . 4 /  k o n v e rg e n c iá ja  e s e té n  p e d ig  t e l j e s ü l  / 3 . 5 / .
IV . C ik lu s idő  és  az a r r a  .jutó v e sz te sé g  m egh a táro zása
a z t  a  m á tr ix o t ,  amelynek i - e d i k  s o ra  o-okból á l l ,  a tö b b i 
elem e p ed ig  m egegyezik В e le m e iv e l .
T ek in tsü n k  egy i  á l l a p o tb ó l  k i in d u ló  c i k l u s t .  Annak v a ló s z í ­
n ű sé g e , hogy le g f e l je b b  n lé p é s  u tán  ism é tlő d ik  az i  á l l a ­
p o t
Az / 1 . 3 / - a l  d e f i n i á l t  a ^  v á rh a tó  é r té k e k  és az á tm en et v a ló ­
sz ín ű sé g e k  s e g íts é g é v e l  h a tá ro zz u k  meg a b ^  m ennyiségeket a 
bi j  = pi j  ai j  s z o r z a t t a l .  Az ezek b ő l f e lé p ü lő  m á tr ix  legyen 
В i - e d ik  s o r á t  b ^ -v e l  j e l ö l j ü k .  J e l e n t s e  B^
í _\
J e lö l jü k  az n lé p é s re  ju tó  á tm enetek  á tla g o s  h o s s z á t  - e l
akkor a f e n t i  j e lö lé s e k k e l
/ 4 . 1 /
/ 4 . 2 /
majd n ^  2 - re
/ 4 .3 /
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А / 4 . 1 / ,  / 4 . 2 /  é s  / 4 . 3 /  r e k u r z ió s  ö s sz e fü g g é s  f e lh a s z n á lá s á v a l
V ektor é s  m á tr ix  j e lö lé s e k r e  á t t é r v e  m ajd /3 * 3 /  f e lh a s z n á lá s á v a l
( Г -  6,e ♦ (r'"+ r“V ...
j*  i ■' J
=  bie  + P / i l  +Q,- + + Q " - f  £  r*%-
.(n )
«
/ 4 . 4 /
n -► 00 e s e té n  r id
о minden i  é s  j - r e  és Íg y  / 4 . 4 /  u to ls ó
ta g ja
Ло n ~ 00 /4 .5/
/ 4 . 5 /  é s  / 3 . 5 /  f e lh a s z n á lá s á v a l  k a p ju k , hogy l é t e z i k  а
/3,- =  /От» /зГ - Ь«е + j > i ( I - Q i ) ~ * [ B i e ) / 4 . 6 /г»—
h a tá r é r t é k ,  ami a c ik lu s  hosszának  v á rh a tó  é r té k é t  a d ja
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T e lje s e n  h a so n ló  m eggondolásokkal k a p h a tju k  a c ik lu s  id ő re  ju tó  
t e l j e s  v e s z te s é g  v á rh a tó  é r té k é t
yU. -  Ui e  + _p, ( I - Q i ) 4 ( Ue )  ; / 4. 7/
aho l u^ j = v ^ ,  v^.j p ed ig  az i  -*■ j  á tm e n e tre  ju tó  v e sz ­
te s é g  v á rh a tó  é r té k e ;  u^ az U = ( u ^ j  m á tr ix  i - e d i k  s o ra ,  
mig m á tr ix  annyiban k ü lö n b ö zik  az U m á t r ix tó l ,  hogy az
i - e d i k  so rá b a  o -ák  k e rü ln e k .
A / 2 . 1 /  kepfeibert s z e re p lő  m ennyiségeknek i t t  a ß  ^ = M[Tq ] 
é s  a ^u^ = M [ Cn] a z o n o sitá so k  f e le ln e k  meg. íg y  a r e n d s z e r  
h a ték o n y ság á t a /2 .1 / - n e k  m egfe le lő
hányados j e l l e m z i .
/ 4 . 8 /
V. Az o p t im á l is  s t r a t é g i a  m e g k ö z e lité se
A I I I .  és IV . pon tban  k a p o tt  eredm ényeink egy , a I I I .  p o n t e l e ­
jén  r ö g z í t e t t  dQ€ D s t r a t é g i á r a  v o n a tk o z ta k . A dQ r ö g z í t é s e  
a z t  j e l e n t i ,  hogy a j  á l la p o tb a  ju tv a  m indig ugyanazt a
kí°’eKd v e z é r lé s t  a lka lm azzuk . A kf,°^ m eghatározza a / 4 . 6 /(k<?) (к'?-)
és / 4 . 7 /  k é p le te k b e n  sz e re p lő 3 • * 7 ' » Лi s o rv e k to ro ­
k a t  és a Q^, B^, m átrixok  j - e d i k  s o r a i t .  Egy k i v á l a s z t o t t
о
é s
v e z é r lé sh e z  / 4 . 6 /  é s  / 4 . 7 /  a la p ja n  m e g h a tá ro z o tt ßiCcLJ
/Ji [d.] , majd / 4 . 8 /  a lk a lm a z á sá v a l é r té k  t a r ­
to z ik
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Az o p t im á l is  v e z é r lé s t  a köve tk ező  i t e r á c i ó s  e l j á r á s s a l  k ö z e l i t ­
jük meg. Az i Q, i ^ ,  Í 2 * • • .  á lla p o to k h o z  v á la s sz u k  k i  a
Ло) , ( o ;  , ( o ) (o), k^ ' ,  kg , . . .  v e z é r lé s e k e t ,  am elyek a d^ '  s t r a t é ­
g iá t  a lk o t j á k .  F ix á lu n k  egy  s , in d e x e t  és az i  á l la p o th o z
1 S1
ta r to z ó  minden le h e ts é g e s  k_ e К v e z é r lé sh e z  k is z á m ít ju k  a
B1 S1
/ 4 . 6 / ,  / 4 . 7 /  és / 4 . 8 /  a la p já n  a §s<[fcj -  A;0’, j  =^= S, ; ks, ] 
v e s z te s é g e k e t .  M eghatározzuk k ö zü lü k  a le g k is e b b e t .  Legyen az
T-r.4i.ii- v ( D _ e t  k^°^
31 S1 
*o
ehhez t a r t o z ó  к s-, v e z é r lé s  k ' x / . í r j u k  k ' x ' - e t  u / h e ly é -St St
1 1 (o) x (1)be , akkor az i l y  módon m e g v á l to z ta to t t  d^ '  -b ó l  k a p ju k  d^ - e t .
K iv á la s z tv a  most egy s 2 /  s-^  in d e x e t a d j ^  s t r a té g iá b a n  csak
a k_ £ К v e z é r lé s t  v á l t o z t a t v a  m in im a liz á lju k  a 
Z 2
[ kj = kj01 j H *S , , S* i kj,1), k„  ] v e s z te s é g e t . A minimumhely megha­
tá r o z z a  a k [ ^  v e z é r l é s t ,  majd e z z e l  h e l y e t t e s í t v e  a k ^ 0  ^ - a t  
(1) 2 ( о) 2dp - b ő i  k ap juk  a d^ ; s t r a t é g i á t .
*
E zeket a  lé p é s e k e t  az ö s s z e s  s-^, Sg, s ^ ,  . . .  in d e x v á la s z tá s  
m e l le t t  v é g re h a jtv a  e l ju tu n k  a cL^ 0  ^ s t r a té g iá h o z .  E zu tán  a 
d ^ - a t  h e ly e t t e s í t v e  d ^ ° ^ - a l ,  majd re n d re  dg0  ^ , d^0 ^ , . . . - a l  
az i t e r á c i ó s  e l j á r á s t  é l ő i r ő l  i s m é te l jü k  m indaddig , amig az 
egymás u tá n  k a p o tt  s t r a t é g i á k  meg nem egyeznek , vagy  e lé g  k ö ze l 
nem k e rü ln e k .
A / 4 . 6 /  é s  / 4 . 7 /  k é p le te k  szám o lásán á l lé n y e g e s , hogy r ö g z í t e t t  
i  á l l a p o t r a  vonatkozó c ik lu s b a n  a Q^, é s  m átrix o k  nem
függnek az i  á l la p o th o z  t a r to z ó  k^ v e z é r lé s e k tő l ,  e z é r t  az
( í ~ Q / ' l B , e )  *  ( I - Q - f t ü e )  /5 .1/
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s z o rz a to k a t ,  ami a szám olás j e l e n tő s  r é s z é t  t e s z i  k i ,  minden
egyes c ik l u s r a  vonatkozóan csak  eg y sze r  k e l l  sz ám o ln i. A
I k . )  ( k . )
k i  6 Ki v á l to z ta tá s á n á l  csak  a _b^  é s  ^  A s o rö s s z e g e -
( k. )
i t  k e l l  ú j r a  szám o ln i, i l l e t v e  a - v e i  sz o ro z n i a már k i ­
szám olt / 5 . 1 /  v e k to ro k a t.
A szám olás folyam án az (I-Q^)*-1 in v e rz  m á tr ix ra  v a ló já b a n  n in c s  
szü k ség , c sak  annak / 5 . 1 /  s z e r i n t i  e)  é s  (U^ e) v e k to ro k k a l 
va ló  s z o r z a tá r a .  E z é rt az (I-Q ^) in v e rz  k isz á m o lá sa  h e ly e t t  
c é ls z e rű b b  az
( I - Q i)  X = (B i e ) ,  ( I -Q i)  у  = (Ui e) / 5 . 2 /
e g y e n le te k e t  m egoldan i. Ugyanis az x  é s  у  m egoldások éppen 
az / 5 . 1 /  o sz lo p v e k to ro k a t a d já k .
V I. A re n d s z e r  o p t im a l iz á lá s a  az e rg ó d ik u s e lo s z lá s  
Ism ere téb en
F e lte v é s e in k  s z e r in t  P = j p ^ ]  
menet m á tr ix a .  T e l je s ü l  t e h á t  a
egy e rg ó d ik u s  Markov lá n c  á t -
P11 -► H , ha n —► со / 6 . 1/
h a tá rá tm e n e t ,  ahol Я m á tr ix  Я s o r a i  megegyeznek és a s t a c i o -  
n á r i s  e l o s z l á s t  a d já k . Ha minden d s t r a t é g i á n á l  ism e rjü k  a 
?T(d) v a ló s z ín ű s é g i  v e k to r t  a c ik lu s  v iz s g á la t  n é lk ü l  i s  e l j u t ­
hatunk  a re n d s z e r  h a ték o n y ság á t je lle m z ő  / 2 . 1 /  hányadoshoz. A*
6
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e lőző  p o n to k  j e l ö l é s e i t  h a sz n á lv a  a /2 .1 / - b e n  s z e re p lő  n lé p é s ­
hez t a r t o z ó  á tm e n e ti idők  M[T ] v á rh a tó  é r té k é t  az i  á l l a p o t ­
ból k i in d u lv a  a következőképpen  Í r h a t ju k  f e ls
M[Tn] =  { ß e  -/• P(Be) + P2(Be) + . . .  + Pn‘'(Be)]i
ahol { } i - v e l  j e l ö l t ü k  a [ j  z á ró je lb e n  lev ő  o s z lo p v e k to r
i - e d ik  kom ponensét. Az egy lé p é s r e  j u tó  á t la g o s  á tm e n e ti  idő
4  М Ш - i f L  P “ '(Se)j, æ  (5I(Be)}, /6 .2 /
A
A / 6 .Z /  jo b b o ld a lá n  á l l ó  o s z lo p v e k to r  minden komponense egyenlő  
é sp ed ig  JT[d](B e ) , a d v e z é r lé s  e s e té n  egy lé p é s r e  ju tó  á t ­
m eneti id ő  v á rh a tó  é r t é k e .
T e lje s e n  h aso n ló  m eggondolásokból a d v e z é r lé s  m e l l e t t i  egy 
á tm e n e tre  ju tó  á t la g o s  v e s z te s é g e t  az
•4r  M [CJ ÏÏ [dllU ei /б.з/
h a tá r é r t é k k e l  k a p ju k . A re n d s z e r  h a ték o n y ság á t az id ő eg y ség re  
ju tó  á t l a g o s  v e s z te s é g g e l  je lle m e z v e  /2 .1 / - b ő l  adódik
l l d H U e  )
ÏÏ[d](Be) /6’v
A /6 .4 / - b e n  e x p l i c i t e  s z e re p e l  a J[ s t a c io n á r i s  v a ló s z ín ű sé g i  
v e k to r ,  ami sokszor nehezen  h a tá ro z h a tó  meg. Azonban ism e re te se k  
e l j á r á s o k  / 6 . 4 /  m in im a liz á lá s á ra , amelyek r.em h a s z n á l já k  a )7 
v e k to r t .  Ezekkel az e l j á r á s o k k a l  i t t  nem fo g la lk o z u n k .
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S_u_ra_m_a_r_j
The p a p e r  d is c u s s e s  th e  problem  of th e  c o n tro l  o f se m i-  
M arkovian p ro c e s s e s .  We assume t h a t  th e  c o n tro l  t a k e s  p la c e  
a t  th e  tim e s  of th e  ch an g es o f s t a t e s  o f  th e  system  and th a t  
th e r e  e x i s t s  an o p tim a l s t a t io n a r y  s t r a t e g y .  An i t e r a t i o n  
p ro ce d u re  i s  g iven i n  o r d e r  to  f in d  o u t th e  o p tim al c o n t r o l .  
Our p ro c e d u re  i s  b ased  upon th e  exam ination  o f c y c le s  which 
r e p e a t  th em se lv es  in  th e  sem i-M arkovian p ro c e s s .
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Egy k lazolK & lé r e n d s z e r r e l  k a p c s o la to s  
o p t im a l iz á lá s i  p ro b lé m áró l 
G ergely  J ó z s e f
I» B evezetés
Az [ l ]  é s  [2 ]  cikkekben  a k ö v e tk ező  s o r b a n á l lá s i  m o d ellt 
v iz s g á l tu k :  egy k is z o lg á ló  berendezéshez  i l l .  a2 p a ra ­
m éterű  P o isso n  fo lyam at s z e r in t  A i l l .  В t ip u s u  egységek 
é rk ezn ek . A k é sz ü lé k  e g y sz e rre  csak  egy  eg y ség e t s z o lg á lh a t  
k i .  A k i s z o l g á l t  egységek azonnal e lh a g y já k  a r e n d s z e r t .  Ha a 
k é sz ü lé k  egy A t ip u s u  u tán  В t i p u s u t  s z o lg á l  k i ,  vagy f o r ­
d í tv a ,  szüksége  van egy T^2 i l l .  á tk a p c s o lá s i  id ő re .
A k i s z o l g á lá s i  id ő k  T.^  é s  T2 , v a la m in t az á tk a p c s o lá s i  
idők  T12 és  I 21 fü g g e t le n  v a ló s z ín ű s é g i  v á lto z ó k , f ü g g e t le ­
nek a bem eneti á ram tó l é s  k ü lö n -k ü lö n  azonos e lo s z lá s u a k , e l ­
o sz lá s fü g g v é n y e ik : B ^ t ) ,  B2 ( t ) ,  C12 ( t )  é s  C21( t ) ,  v á rh a tó
é r té k e ik :  |  ß^$ U^2 é s  'll 2^ .
Ha egy A i l l .  В t ip u s u  egység é rk e z é s é n é l  a k é sz ü lé k  szabad  
és az u t o l j á r a  k i s z o l g á l t  egység i s  A i l l .  В t ip u s u  v o l t ,  
akkor azo n n al megkezdődik a  k i s z o lg á lá s a ,  kü lönben  v á ra k o z ik  
az A i l l .  В t ip u s u  so rban  a k i s z o lg á lá s a  m egkezdéséig . Ha 
egy A i l l .  В t ip u s u  egység k i s z o lg á lá s a  u tán  m aradt a re n d ­
szerb en  A i l l .  В t ip u s u  v á rak o zó , akkor azonnali megkezdődik 
az é rk e z é s i  so rren d b en  következő  A i l l .  В t ip u s u  egység 
k i s z o lg á lá s a ,  ha  v is z o n t  A i l l .  В t ip u s u  s o rb a n á l ló  n in c s ,  
akkor csak  abban az e se tb e n  k ap cso l á t  В- r e  ( i l l .  А -г а ) , ha  a 
В ( i l l .  A) so rban  le g a lá b b  n2 ( i l l .  n^) várakozó van 
(n 1 3s 1 , n2 ü ) .
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Je lle m e z z e  a k is z o lg á ló  r e n d s z e r  egy k i s z o lg á lá s  b e fe je z é s e  
u tán i á l l a p o tá t  az ( i ,  k ^ ,  k2) sz án  hárm as, ah o l i = l  
( i l l ,  1 = 2 ), ha az u to ls ó  b e f e j e z e t t  k i s z o lg á lá s  egy A ( i l l .B )  
t ip u s u  egység  k i s z o lg á lá s a  v o l t  és  a k i s z o lg á lá s  b e fe je z é s e  u tán  
k^ A é s  k 2 В t ip u s u  egység  m aradt a re n d s z e rb e n . J e l ö l j e  
p , . . annak v a ló s z ín ű s é g é t ,  hogy az N -ik  k i s z o lg á lá s  b e fe -
je z é s e  u tá n  a re n d s z e r  á l l a p o ta  ( i ,  k , , k ^  v o l t .
A z t i ]  é s  [ 2 ]  c ikkekben  b e b iz o n y í to t tu k  az ß ^
f e l t é t e l  m e l le t t  a Markov lá n c o t  a lk o tó  ( i ,  к ^ ,к 2 )
e r g o d l c i t á s á t  és ö s s z e fü g g é se k e t v e z e ttü n k  l e  a
P i ,k l f k 2 = ^  P i . ^ . ^ . N  v a ló sz ín ű sé g e k  ^ ( z
r á to r fü g g v é n y e ir e .  Az ti!) cikkben  n^ = = 1 , a
n . ^ 1 ,  n 0 ^ l  e s e te k re  ad tunk  e l j á r á s t  a p. . .1 c.
gek m eg h a tá ro zásá ra .
♦ &? ß 2 <1
á l la p o to k
L,z 2 ) gene- 
[ 2 ] -ben  p ed ig  
v a ló s z in ü s é -
J e le n  c ikkben  fo g la lk o z u n k  az [ l ] - b e n  f e l v e t e t t  o p t im a l iz á lá s i  
p ro b lé m áv a l, v a g y is , hogy a d o tt  a ^ a g . B ^ t ) ,  B2 ( t ) ,  C12( t )  és 
C21( t )  m e l le t t  hogyan k e l l  n^ és n2- t  m e g v á la sz tan i ahhoz, 
hogy a  rendszerünk  leg h a ték o n y ab b  le g y e n . A re n d s z e r  ha tékony­
s á g á t  a ren d sze rb e  é rk e z ő  egységeknek id ő eg y ség re  eső  s ú ly o z o tt  
v á ra k o z á s i  id e jé v e l  je l le m e z z ü k . K eresendő t e h á t  az az n^ és 
n? , am ely m e l le t t  az id ő eg y sé g re  ju tó  s ú ly o z o t t  v á ra k o z á s i  idő  
a l e g k is e b b .  A z o p t im á l i s  m egoldást a [3 ]-ban  i s m e r t e t e t t  mód­
s z e r  s e g í ts é g é v e l  k e re s s ü k  meg.
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Az o p t im a l i z á lá s i  f e l a d a t  m eghatározásához szükségünk l e s z  az 
á tm e n e tv a ló sz in ü sé g e k , az á tm enetek  á t l a g o s  id e jé n e k  é s  egy á t ­
m eneti id ő re  ju tó  á t la g o s  v á ra k o z á s i időr.ek a m e g h a tá ro z á sá ra . 
E x p o n e n c iá lis  B ^ ( t ) ,  B2 ( t ) ,  C^2 ( t )  é s  C2^ ( t )  e se te k b e n  
e x p l i c i t  k é p le te k e t  adunk ezek k isz á m o lá s á ra , v a la m in t e l j á r á s t  
a  s t a c i o n á r i s  á lla p o tv a ló s z in ü s é g e k  m e g h a tá ro z á sá ra . Végül i s ­
m erte tü n k  néhány sz ám p é ld á t.
I I .  A r e n d s z e r t  je lle m z ő  f é l -Магкоу fo ly am at
V iz sg á lju k  az [ l ]  és [2 ] cikkekben  é s  a b ev eze tésben  l e i r t  k i ­
s z o lg á ló  ren d sz e rb e n  le já ts z ó d ó  s z to c h a s z t ik u s  fo ly a m a to t .  Le­
gyenek a k is z o lg á lá s o k  b e fe je z é s i  id ő p o n t ja i  re n d re  t 1 , t 2 , . . .  
Je llem ezzü k  a re n d s z e r  á l l a p o tá t  t e t s z ő le g e s  t  id ő p i l la n a tb a n  a
v e k to r r a l ,  aho l i= l  i l l .  i= 2 , ha t  t  < t „  ,  é s  a t  -benm m+i m
A i l l .  В t ip u s u  egység k i s z o lg á lá s a  f e je z ő d ö t t  b e , k^ i l l .  
k g -v e l  p e d ig  a t m i d ő p i l l a n a t  u tán  a  ren d sz e rb e n  m aradó A 
i l l .  В t ip u s u  egységek szám át j e l ö l t ü k .
Az [ l ]  é s  [2] c ikkekben  b e b iz o n y i to t tu k ,  hogy a
á l la p o to k  e rg o d ik u s  Markov lá n c o t  a lk o tn a k . Az á tm enetek  k ö z t i  
z m = ^m+l ”  ^m á tm e n e ti  idők  a k i s z o l g á l á s i ,  á tk a p c s o lá s ! ,
f ( t )  = ( i ,  kx ,k 2 ) / 2 .1 /
/ 2 .2/
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v a lam in t az egységekre v a ló  v á ra k o z á s i  id ő k b ő l tevődnek  ö s s z e , 
amelyek t e l j e s e n  fü g g e tle n e k  és a d o t t  e lo s z lá s u a k . íg y  is m e r t ­
nek t e k in th e tő k  a
Tm(x ) = P {Zm — x ) , mäsi  / 2 . 3 /
e lo sz lá s fü g g v é n y e k . A f e n t i e k  a la p já n  a k is z o lg á ló  re n d sz e rb e n  
le já ts z ó d ó  íj ( t )  s z to c h a s z t ik u s  fo ly a m a t fé l-M arkov  fo ly a m a t. 
(A fé l-M a rk o v  fo ly a m a to k ró l lá s d  f 3 j - a t  és [ 3] i ro d a lm i u t a l á ­
s a i t . )
Ha t^ - b e n  ism erjük  a r e n d s z e r   ^ á l l a p o t á t ,  akkor T^(x) 
e lo s z lá s n a k  m egfe le lő  z^ id e ig  m arad ez az á l l a p o t ,  majd 
/ 2 . 2 /  Markov lán c  á tm e n e tv a ló sz in ü sé g e in e k  m egfele lően  átmegy 
a  ^ á l l a p o tb a .  H asonló módon ^ 2^-bő l megkapjuk
^ ^ - a t  é s  Íg y  to v á b b . Vagyis ^ ism ere téb en  a / 2 . 2 /
M arkov-lánc átm enet v a ló s z ín ű s é g e i  é s  az á tm eneti id ő k  / 2 . 3 /  
e lo s z l á s a i  m eghatározzák a  ^ ( t )  fo ly a m a to t.
A / 2 . 1 /  é s  / 2 . 2/-b e n  k ^  0 , k2 =^0, mig k^ és k2 e lv i l e g  
ak á rm ily en  nagy l e h e t .  Azonban azok az á l la p o to k , amelyekben 
k^ vagy  k2 nagy, k i s  v a ló s z in ü s é g g e l  fo rd u ln ak  e lő .  A to v áb ­
b i v iz s g á la ta in k b a n  megadunk s^ é s  s 2 számokat é s  azokat 
az á l l a p o to k a t ,  am elyekben k ^  s-^  vagy k2 “ 82 összevon juk  
egy_egy á l l a p o t t á ,  é s  ezekben k^ = s^ i l l .  k2 = s 2 j e l ö ­
l é s t  h a s z n á l ju k . E z á l t a l  a / 2 . 2 /  v é g es  á l la p o tú  Markov lá n c  
l e s z ,  a / 2 . 3 /  p e d ig  a véges á l la p o to k  k ö z ö t t i  v a la m e ly ik  á t ­
menet id e jé n e k  e lo s z l á s a .
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I I I .  Az á tm e n e tv a lé sz in ü sé g e k  m á trix án ak  m eg h a táro zása . 
Rendezzük az
(i,k^,k2)« i=l)2í k^=0919•••9s^  $ k2=0919••.9s2 /3 .1/
á l la p o to k a t  k^ és k2 növekedésének m egfele lően  a következő  
c s o p o r to s í tá s  é s  azon b e lü l i  s o r re n d  s z e r i n t :
1 . c s . : ( 1, 0, 0) , ( 1, 0, 1) , ( 1 , 0 , 2 ) , . . • , ( 1 , 0 , 8 2 )
2 . c s . : ( 2 , 0 , 0 ) , ( 2 , 1 , 0 ) , ( 2 , 2 , 0 ) , . . . , ( 2 , 8 i , 0 )
3 « c s . : ( 1, 1, 0) , ( 1 , 1 , 1 ) , ( 1 , Í , 2 ) , . . • , ( l » l , s 2 ^ , ( 1 , 2 , 0 ) . ( 1 , 2 , 1 ) , .
( 1 , 2 , s 2 ) , ( 1 , 3 , 0 ) , , ( 1 , 3 , 1 ) , . • • ,  ( 1 ,  s^ , 0 ) ,1 ( 1 »s  , 1) t • • • t
( l . S j ^ s ^
4 . C S . : ( 2 , 0 , 1 ) , ( 2 , 1 , 1 ) , ( 2 , 2 , 1 ) , . . • » ( 2 , a ^ , l ) , ( 2 , 0 , 2 ) , ( 2 , 1 , 2 ) , .
( 2 , s ^ , 2 ) ,  ( 2 9 0 , 3 ) 9  ( 2 , 1 , 3) 9 . . .  9 ( 2 9 0 , 8 2 ) ,  ( 2 9 1 9 s 2 ) 9 • • • 9
( 2 9 s 1 9 s2 )
Az á tm e n e tv a ló sz in ü sé g e k  P m átrix án ak  m eghatározásához t e k i n t ­
sük az
( i . k ^ k ^  — ► ( j , / 1 , / 2) / 3 . 2 /
á tm e n e te k e t. A f e n t i  c s o p o r to s ítá s n a k  m egfe le lően  leg y en  a P 
m á tr ix  f e lb o n tá s a
R11 R12 R13 r 14
R21 R22 R23 R24
R31 R32 R33 R34
_ Rh l R42 R43 R44
P = / 3 . 3 /
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ahol Ruv j e l e n t i  az u -a d ik  c s o p o rtb ó l a v -ed ik b e  v a ló  átm ene­
te k  v a ló s z ín ű sé g e in e k  m á t r ix á t .  A /3 .3 / - b a n  s z e re p lő  m á tr ix o k n á l 
az l_ e s  ind ex h ez  s-^+1, a  2 -hez  S g + l ,  a 3 -ashoz s ^ í s g + l ) ,  mic 
a A-hez s 2 (s^ + l)  so r i l l .  o sz lo p  t a r t o z i k .
A k i s z o l g á l á s i  szab á ly  f ig y e le m b e v é te lé v e l  azonnal m e g á l la p í th a tó ,  
hogy
R j2 = 0 , = 0» = 0* ^45 ~ ® )
valam in t n , > 1 i l l .  a 2 > 1 e s e té n  az R12 = 0 i l l .  Rg^ * 0 
i s  t e l j e s ü l ,  m inthogy ezen  m átrixoknak  m eg fe le lő  á tm enetek  nem 
le h e ts é g e s e k .  H asonlóképpen b e lá th a tó ,  hogy a tö b b i  Ruv m á tr ix  
i s  sok 0 - t  ta r ta lm a z .  Íg y  p é ld á u l  az R ^  és R-^ i l l .  Rg2 
és Rg^ m átrix o k  ^ 2 ~ п2 i l l .  k ^ ^ n ^ -n e k  m eg fe le lő  s o r a i  
0 -ékbó l á l l n a k .  A P m á tr ix  azon e le m e i, am elyekre a to v á b b ia k ­
ban nem adunk ö s s z e fü g g é s t ,  0-ok  le s z n e k . K é p le te in k e t az 
( l ,k ^ ,k g )  — * ( j » ^ » ^ 2 ) t ip u s u  á tm en etek re  Í r ju k  f e l ,  mig a
( 2 , k^ , kp )  ----> ( j , / ^ , / 2 ) á tm e n e te k re  h a so n ló  módon, a m eg fe le lő
indexek  f e l c s e r é l é s é v e l  k a p h a tju k  meg az eredm ényeket. Mindezek 
f ig y e le m b e v é te lé v e l  P e lem einek  m eghatározásához négy  e s e t e t  
k e l l  m egkülönböztetnünk .
Ha k2 < n 2 , akkor az ( 1 , 0 , kg) á l l a p o t  u tán  k ö v e tk e z h e t
( i » ^ * ^ 2 ) ^ í “ 0 » / г - к 2 5 vasy  ( 2 , ^ . / 2 ) • ^ í ^ 0 » 2^ ~ n2-1
á l l a p o t ,  a s z e r i n t ,  hogy egy A t ip u s u  vagy n2-kg В t ip u s u  
egység é rk e z ik  előbb az ( 1 , 0 , kg) á l l a p o t  k ia la k u lá s a  u tá n .  
F e lh a s z n á lv a , nogy az é rk e z é s  homogén P o isso n  fo ly am at s z e r i n t
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t ö r t é n i k ,  t e t s z ő le g e s  id ő p il la n a tb a n  annak v a ló s z in ü sé g e , hogy 
A i l l .  В t ip u s u  l e s z  a következő  é rk e z ő , of+ö2 ”57^5, •
íg y  annak v a ló s z ín ű s é g é t ,  hogy egy A t ip u s u  egység e lő b b  é rk e z ik ,  
m int n2- k 2 В t ip u s u ,  az
k i f e je z é s  a d ja .
A / 3 .2 / - v e l  j e l ö l t  á tm enet i d e j e  a l a t t  j * l  e se tb e n  az A t ip u s u  
egységekből k2+ l é r k e z e t t ,  egy p e d ig  k i s z o lg á ló d o t t ,  а  В 
tip u s u a k b ó l / 2“^2 é r k e z e t t .  A j=2 e s e tb e n  / ^-k^  A és  
/ 2-к 2+1 В t ip u s u  é rk e z é se  és  egy В t ip u s u  k i s z o lg á lá s  t ö r t é n t .  
Közben á tk a p c s o lá s r a  i s  szükség  v o l t ,  h a  1 / j .
F e lte v é s e in k  s z e r i n t  az A é s  В t ip u s u  é rk e z é sek  egym ástól fü g ­
g e tle n  P o isso n  fo ly a m a to t a lk o tn a k . E z é r t  annak v a ló s z in ü s é g e , 
hogy valahogyan k i v á l a s z t o t t  t  id ő  a l a t t  m. A és  tm, В t ip u s u  
é rk ezés  t ö r t é n i k
[ о Л Г  (Qit)™1 -1°<+°гЛ
m , ! m2 ! ^ / 3 . 5 /
1 . A k2 c n 2 e se tb e n  az ( 1 ,0 ,kg) — * • ( 2 , / ^ , / 2 ) ,  / ^ -  0 , l2 ~ n2- l  
á tm enet v a ló sz in ü sé g e  / 3 . 4 /  é s  / 3 . 5 /  s e g í t s é g é v e l  a következőkép­
pen i r h a tó  f e l s
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/ 3 . 6 /
1, * Ь - Я г*1 _(0 ,*Ot)x; е
ahol
X
T( x ) =f c j x - i )  dB,«J / 3 . 7 /
о
a Tg + Ti2  k i s z o lg á lá s i  é s  á tk a p c s o lá s i  idők  ö sszeg én ek  e lo s z ­
lá s fü g g v é n y e .
2* A 1^2^ ^2 e se tb e n  az (1 ^ 0 t k^) * ^  ^ ^  / 2 ^  ^2
á tm e n e tn é l figyelem m el k e l l  lennünk  a r r a  i s ,  hogy a  k is z o lg á la n ­
dó A t ip u s u  egység  h ányad ik  В t ip u s u  u tán  é r k e z ik .  Ennek meg­
f e l e lő e n  ezen á tm enetek  v a ló s z ín ű sé g e t
тиit/t./k-br')
/ 3 . 8 /
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3« A k2 ^ n 2 e se tb e n  a le h e ts é g e s  (1 * 0 ,kg) —*- ( 2 , ^ , / g ) ,
/ ^ -  0 ,  /g— k g - l  á tm enetek  v a ló s z ín ű sé g e  / 3 . 7 /  s e g í t s é g é v e l :
/| + l oo
Qi О г_______ f  -(o,+0,)x
/,/ J x e dTfxj /3.9/
о
4 .  к 1 e se tb e n  csak  ( l .k ^ .k g )  — ► ( 1 , ^ , / g ) ,  k i*  ^ 2 ~ ^ 2
t lp u s u  á tm enetek  le h e ts é g e s e k , amiknek a  v a ló s z ín ű sé g e :
leb*1 _ <«-*.
Q»_____  Qi_____
(l,-k,*D! Ui-kJ!
f  ■ е ' м ‘ 'х d ß M  . / 5 -1 0 /
О
А / 3 . 6 / ,  / 3 . 8 / ,  / 3 - 9 /  é s  / З .Ю /  k é p le te k  f e l í r á s á n á l  figyelm en  
k ív ü l  hagytuk  a / 2 . 2 /  Markov lá n c  / 3 . 1 /  s z e r i n t i  véges á l l a p o t ­
t é r r e  v a ló  l e s z ű k í t é s é t .  A P m á tr ix  azon e le m e i t ,  amelyekhez 
ta r to z ó  / 3 . 2 /  t ip u s u  átm enetekben a k^ = s ^ ,  kg=Sg, ^ =sl  
vagy / 2=s2 s z e re p e l  a  / 3 . 6 / ,  / 3 . 8 / ,  / 3 . 9 /  és  / 3 .1 0 /  k i f e j e z é ­
sek v a lam ily en  k ^  e ^ , k g ^ S g ,  vagy  / g 5* Sg “r e  v e t t
ö sszeg ek én t k ap juk  meg. íg y  p é ld á u l az 1 .  e se tb e n  a  kg<cng, 
( 1 ,0 ,kg) — *• ( 1 , / ^ ,  S g ) , 0 — l ^  á tm en eth ez  t a r to z ó  v a ló s z í ­
n ű ség ek e t a /3 .6 / - b a n  s z e re p lő  v a ló sz ín ű sé g e k  /g S s S g -re  v e t t
ö sszeg e  a d ja  meg
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IV , Á tm eneti Idők
F e lte v é s e in k  s z e r in t  a  k i s z o lg á ló  re n d sz e rb e  az eg y seg ek  a^ 
é s  &2 i n te n z i t á s ú  P o is so n  fo lyam at s z e r i n t  é rk e z n e k . Ism ere­
t e s ,  hogy ebben az e s e tb e n  az é rk e z é sek  k ö z ö t t i  id ő  exponenciá­
l i s  e lo s z lá s ú
-o ,x  -o,x
0 , e  és Ог е  А . 1/
sű rű ség fü g g v én y ek k e l, v á rh a tó  é r té k e ik  p e d ig
~ k  “ ~ár / 4 . 2 /
A k is z o lg á lá s o k  b e fe je z é s e  k ö z ö tt  e l t e l t  id ő k , azaz  a /2 .3 /-b a n  
s z e re p lő  z m = t ^ ^  -  t m á tm en e ti id ő k  k i s z o l g á l á s i ,  á tk a p c so -  
l á s i  id ő k b ő l, v a la m in t az érkező  egységekre  v a ló  várak o záso k b ó l 
tevődnek  ö s s z e . E z é r t  a  z ffl v á rh a tó  é r té k e  M [z ffl] k i f e je z h e tő  a 
f e l s o r o l t  egym ástól f ü g g e t le n  v é le t l e n  idők
OO oo
ßi = J  xdft(x) X(J.=JxdCij(x) ' i . j=1 .2  i + j  /4.3/
о 0
v a la m in t a k é t  P o isso n  fo ly am at é s  v á rh a tó  é r t é k e i ­
v e l .
J e lö l jü k  az á tm enetek  k ö z t i  idők  v á rh a tó  é r té k e in e k  m á tr ix á t  
A -v a l. A azon e le m e i, amelyekhez nem t a r t o z i k  le h e ts é g e s  á t ­
m enet, legyenek  О- o k .  Ezek h e ly e i  megegyeznek a P átm enetm át­
r i x  0 elem einek h e ly e i v e l .
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A / 4 . 2 /  é s  / 4 . 3 /  s e g í ts é g é v e l  az A m á tr ix  O -tó l különböző 
e le m ei, a I l l - b a n  v i z s g á l t  négy e se tn e k  m e g fe le lő e n , a k ö v e t­
kezőképpen adhatók  meg:
1 . A k2 < n 2 e se tb e n  az ( l , 0 , k 2) — ► ( 2 , / ^ , / 2 ) á tm enetek  k ö z t i  
Idő  v á rh a tó  hossza»
ni~ ki
Ог + У12
2 . A k2 <:n2 , ( l , 0 , k 2 )
3 . A
_±
OÏ
— n
- + ß i  .
2* ( 1 ,0 ,k2 )
( 1 s / ^ , /p) e s e tb e n
[2 ,1-^ , /p)  á tm en e tek n é l
У12 + ß l )
mig a 4 . k ^ l  e se tb e n  az ( l , k ^ ,k 2 ) — >  ( l ,  /^ , l^)  á tm enetek re  
vonatkozóan /3 ^ l e s z .
A /2 ,k l f k 2/  — ► / d , /х , /2/  t ip u s u  á tm en etek  k ö z t i  id ő k  v á rh a tó  
é r t é k e i  a k a p o tt  eredm ényekből a m eg fe le lő  indexek  f e l c s e r é l é s é ­
v e l adódnak.
V. V árakozási idők
A k is z o lg á ló  re n d sz e rb e  é rkező  egységek a  re n d s z e r  á l l a p o t á t ó l  
függően vagy azonnal a k is z o lg á ló  b e ren d ezésh ez  k e rü ln e k , vagy 
az A i l l .  В t ip u s u  so rban  várakoznak a k is z o lg á lá s u k  megkez­
d é s é ig . Az é rk e z é s tő l  a k i s z o lg á lá s  m egkezdéséig  e l t e l t  id ő  az
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i l l e t ő  egység  v á ra k o z á s i  i d e j e .  A to v áb b iak b an  k is z á m ít ju k  egy 
átm enet i d e j e  a l a t t  a re n d sz e rb e n  le v ő  egységek v á ra k o z á s i  id e je  
növekedésének  v á rh a tó  é r t é k é t .  Ehhez b e v e z e tjü k  a  v i r t u á l i s  v á ra ­
k o z á s i id ő  fo g a lm á t. J e l ö l j e  y ^ ( t )  i l l »  7 2^ ^  a z t  az 
am it az A i l l .  В t i p u s u  egységnek v á rn ia  k e l le n e  a k i s z o lg á lá ­
sa  m egkezdéséig , ha a t  időpontban  é rk e z n e . ^ j ( t ) ,  j= l ,2  s z a ­
k aszo n k én t k o n stan s  vagy  -1  m eredekséggel csökkenő l i n e á r i s  függ­
vény. Legyenek az A i l l .  В t ip u s u  egységek é r k e z é s i  p o n t ja i  
re n d re  t j ^ »  t ^ 2 \ . . . ,  ^ 2 ^  * t ^ 2^ , . . . ,  akkor az ^ j ( t ) ,  j= l ,2  
függvények szak a d á s i p o n t j a i  a t ^ , é s  a k is z o lg á lá s o k  b e -
f e je z ő d é s i  t  i d ő p i l l a n a t a i .
J e lö l jü k  d j n - e l  a ^n^ n=1»2 id ő p i l la n a tb a n  az y . j ( t ) ,
j =l , 2  függvény v é l e t l e n  növekedésének m eg fe le lő  v a ló s z ín ű s é g i
r (i) г Ш
v á l to z ó t  é s  legyenek  C^n -nek  t n -b en  f e l v e t t  é r t é k e i  °  •
T ek in tsü n k  egy á tm enet ( i d ő i n t e r v a l l u má t .  Könnyen be­
l á t h a t ó ,  hogy l é t e z i k  o ly an  T ^  p o n t ,  am elyre t e l j e s ü l ,  hogy 
Vj , j= l ,2  k o n s ta n s  a t m< t < T ^ ^  szak aszo n , mig 
T ^ <  t  < t m+1-ben szak aszo n k én t l i n e á r i s a n  csökkenő . T ^  megegye­
z ik  y ^ ( t )  v a lam ely ik  sz ak a d á s i p o n t já v a l .
T e ts z ő le g e s  t  i d ő p i l l a n a tb a n ,  m elyre t mé  t  < t ffl+1 az -y ^( t ) 
a következőképpen i r h a t ó :
, ( ( )  =  ,  ( í . . o ) t  г  d " 1 + K - 7 W) 6 ( 0  / 5 . 1 /
n  e 1,2
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ahol
S(t) =
0 , h a  t  < t < T ( ^’ ш
1, ha T{^ < t < t m+1
mig a z m = -  t m időközben é rkező  A ( i l l .  B) tip u su a k
v á ra k o z á s i id e jé n e k  növekedése j= l  ( i l l .  j=2) m e l le t t
A tovább iakban  m eg k ü lö n b ö z te te tt je le n tő s é g e t  tu la jd o n í th a tu n k  
az A ( i l l .  В) t ip u s u  egységeknek olymódon, hogy a v á ra k o z á s i 
id e jü k e t  sú ly o z o tta n  v esszü k  f ig y e lem b e . Legyen 0 ^  1»
0 ä «^ 2 ^ 1  és te k in ts ü k  az o(2**vel  s ú ly o z o tt  t e l j e s  várako­
z á s i  időnek  a z„ id ő re  eső  n ö v ek ed ésé t: m
/ 5 . 2 /  az / 5 . 1 /  f e lh a s z n á lá s á v a l  a következőképpen i r h a t ó  á t :
/ 5 . 2 /
V l z J  =  o ^ v /z j +ü2v2(z„) ' / 5 .5 /
/ 5 Л /
r * 1.2
Az á tm enetek re  a / 5 . 2 /  j e lö lé s e k e t  h a sz n á lv a  legyen
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R + г . n
/• 'Л . H
J
in kn
ha n=j 
ha n>fj ( n , 3=1,2)
J e lö l jü k  /5*4-/ e ls ő ,  m ásodik  és harm adik ta g já n a k  v á rh a tó  é r t é ­
k é t  és  - a l ,  akkor v .( z _ )  v á rh a tó  é r té k ejm ’ jm jm • j  m
M  [  Vj (Z„)] = Mjm -  Mjm + Mjm . 
/ 5 .3 / - b ó l  p e d ig
/ 5 . 5 /
/ M[vUm)] = tiLtM[v, UJ]  + ыгМ& ит)] / 5 .6/
Egyszerűen ad ó d ik , hogy
Mjm = TjM[ T}j (tm + 0)J . / 5 .7 /
/ 5 . V  m ásodik t a g j a  = О ese té n  0 .  r^  ^  1 - r e  az k i s z á ­
molásához f e lh a s z n á l ju k  a P o isson  fo ly am at köve tkező  s a já to s s á g á t .  
É rkezzenek egységek eg y m ástó l f ü g g e t le n ü l ,  P o isso n  fo lyam at sz e ­
r i n t .  Annak v a ló s z ín ű s é g e , hogy egy é rk e z é s ,  amely a (0 ,T ) i n t e r ­
vallum ba e s ik ,  annak ( 0 , 7 )  részében  k ö v e tk e z ik  be ^ /T -v e l 
egyenlő é s  fü g g e tle n  a t t ó l ,  hogy a tö b b i  é rk e z é s i  pon t hogyan 
o s z l ik  e l  a  (0 ,T )-b e n . íg y  minden egyes (0 ,T )-b e n  b e k ö v e tk e z e tt 
é rk e z é s re  v o n a tk o zó lag  T /2  az é rk e z é s i  p o n t ig  e l t e l t  id ő  v á rh a tó  
é r t é k e . Az k iszám o lásáh o z  a T s z e re p é t  a t m+^  -
v e sz i á t  é s  m inthogy ez id ő  a l a t t  éppen darab  a^ i n te n z i ­
tá s ú  P o is so n  fo lyam at s z e r i n t  érkező egység é rk e z é s é t  k e l l  f ig y e ­
lem bevennünk, e z é r t
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= О т / х  d .P Í U  - 7 W— XJ = - 2 -  M j ü  y /5 .8 /
О
aho l a t m+^ -  ^  id ő  v á rh a tó  é r té k e .
A zm id ő  a l a t t  R egység é r k e z e t t  a re n d s z e rb e . Az 
m eghatározásához t e k i n t e t t e l  k e l l  l e n n i  a r r a  i s ,  hogy m ilyen 
so rrendben  é r k e z e t t  az r^  A és г 2 В t ip u s u  eg y ség . U gyanis 
minden egyes é rk e z é s n é l  az a z t  m egelőző é rk e ző k n é l f e l l é p ő  v á ra ­
k o z á s i  id ő  n ö v ek ed ésé t figyelem be k e l l  v e n n i.  íg y  az l —e d s z e r ­
r e  érkező  h a tá s a  R- i  - s z e r  s z e re p e l  az ö sszeg b en .
Legyen h ^ ,h 2 , . . . , h g  egy é rk e z é s i  s o r r e n d . Könnyű b e b iz o n y í ta n i ,  
hogy az é rk e z é s  P o isso n  j e l l e g e  m ia tt  minden egyes so rre n d  f e l ­
lé p é s e  egyen lően  v a ló s z in ü . M inthogy a  le h e ts é g e s  különböző s o r -
R 1rendek  száma r  ,■ r~ — , e z é r t  t e t s z ő le g e s  s o rre n d  fe l lé p é s é n e k  
v a ló sz ín ű sé g e  r ^ ! r 2 ! /R ! .  Az / 5 . 4 /  harm adik  ta g já n a k  v á rh a tó  é r ­
té k e  ezeku tán
Mj
,s,_  rt!rt !
R! У  У  ÍR-l )  M[djhL ]
/ 5 . 9 /
Az e ls ő  51 az ö s s z e s  R elemű is m é tlé s e s
p e rm u tá c ió ra  v o n a tk o z ik .
Az /5 * 7 /  é s  /5 .9 / - b e n  sz e re p lő  M j(" tm+o)] é s  M fJjhJ 
v á rh a tó  é r t é k e k e t ,  v a la m in t az /5 .8 / - b a n  a  P ( t m+^ -  T ^ ^ x )
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e lo s z lá s fü g g v é n y t az á tm en e t k e z d e t i  ( i , k l t k2 ) és
v é g á l la p o ta  h a tá ro z z a  meg. Ezek f e l í r á s á t  az ( l , k ^ , k 2 ) — *■ ( j , / ^ , / 2 ) 
t ip u s u  á tm en e tek re  végezzük e l ,  a ( 2 ,k ^ ,k 2) — *• ( d , / ^ , / 2 ) t íp u s ú a k ra  
p ed ig  a  m eg fe le lő  Indexek  f e l c s e r é l é s é v e l  kap juk  az eredm ényeket.
A k^ = 0 ,  k 2 < n2 és  az ö s s z e s  k ^ > 0  e se tb e n  egyszerűen  adódik
M [  Vi (lm+0)] =  k ' f i i  . / 5 .Ю /
Azonban a  t m p i l l a n a tb a n  a ren d sz e rb e n  ta r tó z k o d ó  В t ip u s u a k -  
nak nemcsak a már a re n d sz e rb e n  lev ő  A típ u s ú a k  tá v o z á s á t  k e l l  
m egvárn i, hanem mindazon A t ip u s u a k é t  i s ,  ak ik  közben é rk ezn ek . 
De e z u tá n  i s  csak ak k o r kezdődhet meg а В t ip u s u a k  k i s z o lg á lá s a ,  
ha már t e l í t ő d ö t t  а В t ip u s u a k  s o r a .  E z é r t  az M [rj 2 ( t  +0)] 
függ  az n2-k 2 k ü lö n b s é g tő l  i s .  Éhnek m egfe le lően  а k ^ > 0 ,
■2 -  k 2 ^ l  é s  k^ я 0 n ? -  k2 = 1 ese tek b en
Mfyittv+O) J =  ï ,2 + k2ßt + k1ßi + k,ß,(Q,ßi) + k,ß, (0,pf+ .... =
-  + k2ß 2 + k'fh. __ i___/ -  0 ,/3 ,
/5 .1 1 /
Az n 2 -  k 2 ^ 2  e se te k b e n  a t m-ben e s e t l e g  é rkező  В t ip u s u  
egységnek  még n2 -  k2 -  1 В t ip u s u  eg y ség e t be k e l l  v á im ia , 
ahhoz, hogy a k i s z o lg á lá s a  m egkezdődhessen. Ehhez á tla g o s a n  
idő  k e l l .  Ha
k i  ß i  .  n2- k 2~]
f -  o,/3f ^ O z
/ 5 .12 /
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t e l j e s ü l ,  akkor ebben az e se tb e n  i s  / 5 .1 1 /  é rv é n y e s . Ha v is z o n t  
/ 5 .1 2 /  nem t e l j e s ü l ,  akkor a k é sz ü lé k  á tk a p c s o lá s á ig  á t la g o s a n
id ő  a l a t t  é rkező  A tip u su a k  ebben az időszakban  e l  i s  h agy ják  
a r e n d s z e r t .  V iszon t am ennyivel később hagy ják  e l ,  a n n y iv a l k é ­
sőbb kezdődhet meg az á tk a p c s o lá s ,  v a g y is  an n y iv a l nagyobb а В 
t ip u s u a k  v á ra k o z á s i i d e j e .  I t t  ennek az időnek  a p o n to s  m eghatá­
ro z á s á v a l  nem fo g la lk o zu n k  és az / 5 .1 2 /  nem t e l j e s ü l é s e  e se té n  
a jó  k ö z e l í t é s t  adó
k é p le te t  h a s z n á l ju k .
A k^ = 0 , k g ^ n 2 e se tb en  a t m id ő p i l la n a tb a n  m egindul a k é ­
sz ü lé k  á tk a p c s o lá s a  A -ró l а В t ip u s u a k  k i s z o lg á lá s á r a .  íg y  a 
k ö z v e tle n  t  i d ő p i l l a n a t  u tán  é rk ező  В típ u su n k n ak  az á tk a p ­
c s o lá s  u tán  csak  а В t ip u s u  so rb a n á lló k  k i s z o lg á lá s á t  k e l l  
m egvárn i, azaz érvényes k^ = 0 m e l le t t  / 5 .1 1 / .  A k ö z v e tle n  t  
u tán  é rkező  A t ip u s u  egységre  vonatkozó  á t la g o s  v á ra k o z á s i  
id ő  a f e n t i  meggondolásokhoz h ason lóan  a k^ = 0 , k 2 “ n 2 e se tb e n
t ip u s u  á tm en e tek re  vonatkozóan a köve tkező  e s e te k e t  k ü lö n b ö z te t­
jük  meg:
^ ^ _ j
—— id e ig  k e l le n e  v á r n i ,  ha az
И Ш и + о )  ] = l 2 + k*/i i+ - 0Lö r / 5 .1 3 /
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k ^ 1 e se tb e n T ^  = t  , mF "jm  = < V  i - 1 -2
:^ = 0 , kg^*ng e se tb en T{;3)= t  , m * j í  = ^ 1 2 + h ’
:  ^ = 0 , k g < n 2 " tö b b  le h e tő s é g  van .
a . /  ( 1 ,0  ,k g ) — * ( 1 , / ^ , / g )  á tm en e tn é l = az e ls ő  A t ip u s u
egység é rk e z é s i  p o n t ja  é s  Íg y  mig = t m, k i -
f 2)véve az n2 = 1 , k2 = 0 e s e t e t ,  am ikor Tv ' i s  az e ls ő  A 
t ip u s u  é rk e z é s i  p o n t ja .  A k é t  leh e tő ség n e k  m egfe le lően
4 ?  = i j -  + ß i  Gi ­
bt /  Az ( 1 , 0 , kg) — > ( 2 , / ^ , / g ) ,  к г <; n2 á tm en etek n é l v a la -
( 2 )m int n2 = 1 ,  kg = 0 e se tb e n  T' ' i s  az n g -k g -e d ik  В 
t ip u s u  é rk e z é s i  p o n t ja  é s  Íg y  = Mg^ = /3g + "У12> kü_
lönben  p e d ig  T(2) = t m, + X 12 + 02 ‘
Az /5 .9 / - b e n  sz e re p lő  M ^  J m ennyiség d e f in íc ió  s z e r i n t  a 
t m- t ő l  s z á m íto t t  / - e d ik  é rk e z é s i  pontban  az ^  ^ ( t )  függvény 
ugrásának  v á rh a tó  é r té k e .  E zt az u g rá s t  h (=l e se tb e n  A , h ( = 2 
ese tb en  В t ip u s u  egység é rk e z é se  i d é z i  e lő .  Az roeny-
n y isé g e k e t i s  az ( l , k l f kg) — ► ( j , / j _ , / g )  t ip u s u  á tm en e tek re
v iz s g á l ju k .
1 . k ^ ^ l  e se tb e n  é s  az ( 1 ,0 ,kg) —> ( 1 , / ^ , / g )  átm ene­
te k n é l
ML<5"]= M[di4] = ß \ , M[óu~\ = 0 , M[é2l)=[}>1
2 . Па k^ = 0 , k g ^ n g ,  akkor
MÍCU=pi, M[â»1-Q, M[cfJ= M[ d22] = ßl / 5 .1 6 /
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5 . A = 0 , k 2 < n 2 ese tb en  L - t ő i  i s  függ  az M f d ^ ]  .
Az ( 1 ,0 ,kg) — * ( 2 ,  l^ ,  l2) t k 2 < n 2 á tm e n e tn é l h / = 2 , l ^ n g - k g .  
Ezek k özü l 1^/< ^п2-к 2~ 1-ге  /5 .1 5 /  á l l  fe n n , mi g / = n2~k2~re
Mid,,] -  Ï .  * í2, + raox , ^ г ~ 1 а) , MßO-ß, /5-17/
A to v á b b i / > л ., -  k g - re  p e d ig  /5 .1 6 /  é rv é n y e s .
V I. A re n d s z e r  o p t im a l iz á lá s a  e x p o n e n c iá lis  e lo s z lá s o k  e s e té n
A I I I . ,  IV . és V. pon tok  k é p le te i  l e h e tő s é g e t  adnak a ren d ­
szerb en  le já ts z ó d ó  fé l-M ark o v -fo ly am at á tm enet v a ló sz ín ű sé g e k  
P = { ^ i j}  m átr ix á n a k , az á tm e n e ti  idők  A = á s  a sú­
ly o z o t t  v á ra k o z á s i idők  V = m á tr ix a in a k  a f e l í r á s á r a ,
ha megadjuk a B ^ x ) ,  B2 ( x ) ,  C12(x) és  C21(x) e lo s z lá s fü g g v é ­
n y e k e t. A P , A és  V m átrixok  függnek az n^ és n2 param é­
t e r e k t ő l .  R ö g z ítv e  v a lam ily en  n.  ^ és n2 é r té k e k e t  a 
P = | P i j ]  » A = {ai j }  á s  а V = m átrixok  s e g í ts é g é v e l
a [3 ]- •oan le í r ta k n a k  m egfe le lően  m eghatározzuk а В = ^ b ^ j  »
U = { ui j}  » majd a Q^, B  ^ é s  m á tr ix o k a t úgy, hogy
legyen
bi j  = p i j  ai j ; ui j  = p l j  vi j »
a %  ás U, m á tr ix o k a t p ed ig  úgy k ap ju k  a P , В és  U
m á trix o k b ó l, hogy azok i - e d i k  so ráb a  0 -o k a t Í ru n k . J e l ö l j e  
£ i»  b ï és  u^ a P , B, é s  U m átrixok  i - e d i k  s o r v e k to r á t .
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A k is z o lg á ló  re n d sz e rü n k  m űködését az id ő eg y sé g re  eső  sú­
ly o z o t t  v á ra k o z á s i  id ő v e l  je l le m e z tü k , am it az i - e d i k  á l la p o tb ó l  
k i in d u ló  c ik lu s o k ra  vonatkozóan  szám olva [3 ]  a la p já n  a
A re n d s z e r  o p t im a l iz á lá s a  az a^ , bem eneti p a ra m é te re k , B ^(x), 
B2 ( x ) ,  C12 (x ) é s  C2 1 'x  ^ e lo sz lá s fü g g v én y e k  és /5 .3 / - b a n  sz e ­
r e p lő  d l t  (^2 su lyok  m egadása m e l le t t  azon n^ és  n 2 paramé­
te r e k  m egkeresésé t j e l e n t i ,  am elyekkel / 6 . 1 /  m in im á lis  l e s z .  Az 
optimum m eg h a tá ro zásá t e x p o n e n c iá lis  e lo sz lá s fü g g v é n y e k re  végez­
tü k  e l .  Legyen a to v áb b iak b an
/ 6 .1/
hányados ad meg, ahol
A M )  =  u f e  + ß i  { I - Q i í  W i e ) 
ß i  к л )  =  ö, e + Í7-Q,)  1 i B i e ) / 6 . 3 /
/6 .2/
v á rh a tó  é r té k e ik  p ed ig
i j= i ,Z  i Ф] / 6 . 5 /
/ 6 . 4 /  függvényeket h e ly e t t e s í t v e  a / 3 . 8 / ,  / 3 .1 0 / ,  m ajd /3 * 7 /  
f e lh a s z n á lá s á v a l  a / 3 . 6 /  é s  / 3 . 9 /  k é p le te k b e  a k i j e l ö l t  in te g ­
r á lá s o k  könnyen e lv é g e z h e tő k . A / 3 . 6 / ,  / 3 * 8 / ,  /3 * 9 /  é s  /3 .1 0 /
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k é p le te k b ő l  a P m á tr ix  e lem einek  k isz á m o lá s á ra  r e n d re  kap juk  
a köve tkező  k i f зje z ó s e k e t :
[1- 0«0,Юг
0» )') o!'
o,+o2'-l í j
Oz
(Iz-nz + lV. / 6.6/
y/,-n1*1
1=0 /o f+o2 +>,)«* ‘ (0 '+ C b * W b "b * * -‘
J_  _A_ [ Qi | /,и
o,+q,l Qf+Oi +>t/
я (U~^ i.
f - M
l o , + o , //=o
U A -b z - i) ! (  o, 
lU-кг-О!  ' Q,+ű,+>J
/ 6 . 7 /
/ 6 .8/
, *
/=T fû,+ûi+/2),f‘ (о , + 02 + V1)'*^-',í*i -'
( h + l i - k i - k t+ l l !  I Q, ! Qi ,/,-** ^
(1,-к,*1)Щг ~кг)1 [ û ^ O j  + l , /  ( q. + O ^ J  0Г 75Г 71,
/ 6 . 9 /
Az á t la g o s  á tm e n e ti idők  A m átrix án ak  m eghatározásához a  IV-ben 
s z e re p lő  k é p le te k b e , v a la m in t / 5 . 8 /  m eghatározásához f e l i r t  ö s z -  
szefüggésekbe  a / 6 . 5 /  s z e r i n t i  h e l y e t t e s í t é s t  k e l l  e lv é g e z n i .
Hasonlóan / 6 . 5 / - ö t  h e ly e t t e s í t v e  / 5 .1 0 / ,  / 5 .1 1 / ,  / 5 .1 3 / ,  /5 .1 4 -/, 
/ 5 .1 5 / ,  / 5 .1 6 /  é s  /5 .1 7 /- b e  ezek s e g í t s é g é v e l  kapjuk  meg az / 5 . 7 /  
é s  / 5 . 9 /  m enny iségeke t. Az / 5 . 7 / ,  / 5 . 8 /  é s  / 5 . 9 /  m ennyiségeket
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/ 5 .5 / - b e ,  m ajd a z t  / 5 .6 / - b a  h e l y e t t e s í t j ü k .  Egy-egy á tm e n e tre  
szám olt / 5 . 6 /  a d ja  а V m á tr ix  m eg fe le lő  e le m é t.
Numerikus szám o láso k a t a k ö v e tk ező  ada tok  m e l le t t  v ég ez tü n k :
=  1
\  =  \  =  1
O, =  Ox = 0 1  / 6 .1 0 /
0,2, 0,1
A /3 .1 /- b e n  s z e re p lő  é s  82 k o r lá to k a t  5-nek v á la s z to t tu k .
À / 6 . 10/  a d a to k k a l  n^ = n2 = 1 , 2 é s  3- r a  szám oltuk k i  a / 6 . 1/  
h án y ad o st. A k a p o t t  eredm ényeket az 1 . t á b l á z a t  4 . ,  5 .  é s  6 . o sz ­
lopában  f o g la l t u k  ö s sz e . A t á b l á z a t  3« osz lopában  f e l t ü n t e t t ü k  
a z t  az á l l a p o t o t ,  am elyből k i in d u l  a szám olás a la p já u l  s z o lg á ló  
c ik lu s .
Az 1 . t á b l á z a tb ó l  m e g á l la p í th a tó , hogy ^ ^  = 1 e s e té n
nx = n2 = 1 , 'Û1 = ^ 2  = *2 és  ^ 1  = Nl)2 = . 1- r e  nx = n 2 = 2
s z o l g á l t a t t a  az o p tim á lis  m eg o ld ás t.
Azonos b em en e ti adatok  e s e té n  különböző á l la p o to k r a  vonatkozó  
c ik lu s s a l  szám olva a c ik lu s  á t la g o s  h o ssz a  ß> é s  az e r r e  ju tó  
á t la g o s  v á ra k o z á s  ^u te rm é s z e te s e n  más l e s z ,  de a § é r t é k e i  
k e v e se t kü lö n b ö zn ek . = ^ 2  csö k k en ésév e l azonban egyre  na­
gyobb e l t é r é s e k  lépnek  f e l .
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A / 6 . 2 /  é s  /6 .3 / - b a n  s z e re p lő  ( I -Q ^ )“'^ v e k to r t  az i t e r á c i ó ­
v a l  szám olható
Ej^  + Ej_ + (e _^ Qj_) Qj_ + • • •  / 6 .1 1 /
s o r r a l  á l l í t o t t u k  e lő .  Majd az e lő r e  szám olt é s  o sz­
lo p v e k to ro k k a l szo rozva  é s  u^je h o zzáad ásáv a l k a p ju k  ^u^
és fij_ é r t é k e i t .
A szám o lást a [3] -ban k ö z ö lt  m ásodik m ó d szerre l i s  e lv é g e z tü k . 
Ehhez m eghatároztuk  a / 2 . 2 /  Markov lá n c  e rg ó d ik u s  e l o s z l á s á t ,  a 
][ v a ló s z in ü sé g i v e k to r t .  Ennek s e g í t s é g é v e l  a re n d sz e rü n k  h a té ­
k o n y ság á t a
8 -
n (Ue) / 6 .1 2 /
JT ífle)
k i f e j e z é s  s z o l g á l t a t j a .  E redm ényeinket az 1 . t á b l á z a t  7 » , 8 . és 
9 . o sz lo p a  ta r ta lm a z z a . Az 1 .  t á b l á z a tb ó l  l á t h a t ó ,  hogy a re n d s z e r  
h a ték o n y ság á t k i f e je z ő  / 6 . 1 /  é s  / 6 .1 2 /  jó  k ö z e l í té s b e n  ugyanazt 
az eredm ényt a d ja ,  de 'O ^ = ^ 2  csö k k en ésév e l ez az egyezés 
egyre ro m lik .
A ÏÏ v e k to r t  a
E i P° = i z L F*"1 ) P / 6 .1 3 /
v e k to r  m á tr ix  sz o rz a to k  s o ro z a tá v a l  k ö z e l í t e t t ü k  meg, ah o l 
a P i - e d ik  s o ra .  Az i  in d e x e t  az 1 . t á b l á z a t  3 . o sz lo p áb an  
f e l t ü n t e t e t t  á lla p o tn a k  m eg fe le lő en  v á la s z to t tu k  meg.
-  1 0 8  -
If n l_ n 2 Kezdő
á l l a p o t
/ 6 . 1 /  eredm ényei /6 .1 2 /  eredm ényei
/3 / и S
neve­
ző
szám it
ló l_ S
1 1 (1 ,0 ,0 ) 24-. 20 4 .81 0 .1988 8.53 1 ,6 9 0 .1988
2 И 48 .31 17.93 0 .3712 7 .93 2 .9 4 0.3712
(1 ,0 ,1 ) 61 .39 22.79 0 .3712 7 .93 2 .9 4 0.3712
(1 .1 ,0 ) 69 .17 25-67 0 .3712 7 .93 2 .9 4 0.3712
(1 ,1 ,1 ) 240.99 89.44 0 .3711 7 .93 2 .9 4 0.3712
3 (1 ,0 ,0 ) 68 .18 60.71 0 .8905 8.71 7 .7 6 0.8905
.2 1 t» 34 .49 26.95 0 .7 8 1 6 7.12 5 .5 6 0 .7819
2 fl 65.25 41.21 0 .6315 7.33 4 .6 3 0 .6318
3 и 92.83 101.81 1 .0968 8.33 9 .1 4 1.0968
.1 1 и 52.76 83.06 1 .5742 6.96 11 .01 1.5806
(1 ,1 ,0 ) 144.78 226.68 1 .5656 6.76 10 .73 1 .5869
2 (1 ,0 ,0 ) 87 .17 95.67 1 .0975 7.17 7 .9 3 1.0611
3 и 89.42 120.78 1 .3507 4.47 6 .0 6 1.3542
(1 ,0 ,1 ) 76 .72 Ю З.Ю 1.3438 4.47 6 .0 6 1.3542
1 . t á b l á z a t
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A Jf s t a c io n á r i s  v a ló s z ín ű sé g  v e k to r t  az f i]  é s  [2] a la p já n  
k ö z v e tle n  i s  k isz á m o lh a tju k . Néhány e s e t r e  e l  i s  v ég e z tü k  ez ek e t 
a sz ám o láso k a t, am elly e l k o n t r o lá l tu k  a / 6 .1 3 / - a l  szám o lt 
v e k to r  néhány e le m é t. A k ö v e tk ező  pon tban  a s t a c i o n á r i s  e lo s z lá s  
k ö z v e tle n  m eghatározásáva l fo g la lk o z u n k .
V II . S ta c io n á r iu s  v a ló sz ín ű sé g e k  m eghatározása
Az [ l]  és [2] -ben  b e b iz o n y í to t tu k ,  hogy a r e n d s z e r  á l ­
l a p o tá r a  je lle m z ő  / 2 . 2 /  e rg ó d ik u s  Markov lá n c ,  Pi,ktlkt - v e i  
j e l ö l t ü k  annak v a ló s z ín ű s é g é t ,  hogy s t a c io n á r i s  e s e tb e n  egy k i ­
s z o lg á lá s  b e fe je z é s i  id ő p i l la n a tá b a n  az ( i , k ^ ,k 2) á l la p o tb a n  ma­
r a d  a r e n d s z e r ,  mig Р^( z ^ . z ^ - v e l  Pi,k,Mt v a ló sz ín ű sé g e k
g e n e rá to rfü g g v én y é t (1 = 1 ,2 ) . ö s sz e fü g g é se k e t i r tu n k  f e l  P ^ (z^ z2) 
és  ? 2 ( z 1z 2) függvényekre , a [2 ]-ben  p e d ig  e l j á r á s t  ad tunk  a 
P /,ki.kj v a ló sz ín ű sé g e k  m e g h a tá ro z á sá ra .
Ebben a pontban  a / 6 . 4 /  f e l t e v é s  m e l le t t  a m -  P]_ 0 m’ 
p2 m = P2 m 0 v a ló sz ín ű sé g e k  k isz á m o lá sá ra  adjuk meg az a lg o ­
r i tm u s t  és a szükséges k é p le t e k e t .  M eggondolásaink é s  a k é p le te k  
az [l] é s  (2] c ik k b ő l n y e rh e tő k .
J e lö l jü k  a P1(z-Lz2) i l l .  P2 ( z l t z2 ) függvények n -e d ik  d i f f e ­
ren c iá lh á n y a d o sá n a k  z^ = 0 ,z 2 = 1 i l l .  z ^ = l, z 2=0 h e ly en  
v e t t  h e l y e t t e s í t é s i  é r t é k e i t  P^n  ^ [ l ]  i l l .  P^n  ^ [ l j - e l .  [ l ]
- no -
és  [2] a la p já n  b e v e ze tjü k  a köve tkező  függvényeket é s  j e l ö lé s e k e t  
( i , j = l , 2  i jé j)  :
2 l J .
Oj Z Oj Z +  Oj
/ 7 . 1 /
Jn) ha n=0
/ X.I l j [ ' V j ~ i l hű n > 0
/ 7 . 2 /
/ 7 0 /
d í u ) =
' 0 
Ч ы Л '
/ю к >1 
ho к - 1
/ 7 0 /
F e lh a sz n á lv a  / 7 . 1 / ,  / 7 . 2 / ,  /7 * 3 /  é s  / 7 . 4 / - e t ,  f e n n á l ln a k  a k ö v e t­
kező l i n e á r i s  e g y e n le te k í
/ 7 . 5 /
------- g
>2
_1_ pí°) r i ] +  _ í _  p (0) г j  I _   *i 
V4 MJ ^  2 MJ Q« + 02
4
s’ ~ Ч г ) ,
valam in t
/ 7 . 6 /
n > 1 ,  i , j  = 1 ,2 i / j - r e
-  I l l  -
és  hason lóan  f e je z h e tő  k i  Q,. i s .  A / 7 .8 / - b a n ,  v a la m in t /7 .7 /-b e n  
r n l H  ^*n
sz e re p lő  
k isz á m o lh a tó k .
  y rni
ífi(z) L d e r iv á l ta k  / 7 . 1 /  f e lh a s z n á lá s á v a l  könnyen
Legyenek a P1>m m = 0 , 1 , . . .  ,n 2- l  ; P2fra» m = 0 , 1 , . . .  » n ^ l  v a ló sz í­
nűségek k ö z e l i tő  é r t é k e i  és • Ezeket / 7 . 3 / - b a  h e ly e t te ­
s í t v e  /7 * 5 /  és  / 7 .6 / - b ó l  k is z á m íth a t ju k  p j j^  [l] é s  í l]~ ® t.
Ezután n = l- e l  in d u lv a  n n ö v e lé sé v e l l é p é s r ő l - l é p é s r e  / 7 .7 / - b ő l
kap juk  a [ l ]  é r t é k e i t .  A p[n ^ [ l ]  s e g í ts é g é v e l  k is z á m ít ju k  még a z
r,j(C)  L I -1 )"р '"Л п /7.9/
/  =  / , 2 ,  1=0,1, . . . .  nj j  =  1,2, i± j
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m ennyiségeket;, aho l mQ a k í v á n t  p o n to sság o t b i z to s í t ó  in d e x  k o r lá t .
A / 7 . 5 / ,  / 7 . 5 / ,  / 7 . 6 / és / 7 . 7 / —b ő i  l á th a tó ,  hogy  a p [n) f i ]  é s  Így
az R. « m ennyiségek a p , é s  p ,  v a ló sz in ü sé g e k  l i n e á r i s
1,1 L* ’ U\ Hl
fü g g v én y e i. A l in e á r i s  fü g g v én y b en  sze rep lő  a. , b, _ e g y ü tth a tó -X I ш  X • ГП
k á t  é s  a c dl konstans t a g o t  a  következő l i n e á r i s  e g y e n le t- re n d s z e ­
re k b ő l h a tá r o z h a t ju k  meg:
/7 .Ю /
ami r ö g z í t e t t  / mellett s  = 0 , 1 , . . .  ,n .+ n 2~ re  f e l í r v a  s z o l g á l t a t
egy e g y e n le tr e n d s z e r t .  A / 7 . 1 0 / —e t  f e l í r v a  az / = 0 , 1 , . . . , n . ;
J
1 ,3 = 1 ,2 , j / i  imdexértékek m e l l e t t  n^+n2 e g y e n le tr e n d s z e r t  kapunk.
M ásrészt / 7 . 9 /  jobboldala f i ]  é s  [2]-ben t á r g y a l t a k  s z e r in t  a p ^  
v a ló s z ín ű sé g  numerikus s o rá n a k  egy r é s z le tö s s z e g é t  ad ja  és  ig y  a 
/7 .1 0 / - b ő l  k a p o t t  n^+nj d a r a b  e g y ü tth a tó re n d sz e r  s e g í t s é g é v e l  f e l i r t
ÍZ  ûi.» P v  + ÍZ b!li  p2,m + с ,  = p u
e g y e n le t r e n d s z e r  s z o lg á l ta t ja  a  k e re s e t t  m m =0,l, . . . ,n 2 ;
p 2 ffl, m = 0 , 1 , . . . , n  ^ v a ló s z in ü s é g e k  num erikus é r t é k e i t .  A to v á b b i
, nj_ =í m :mQ v a ló sz ín ű sé g  é r té k e k e t p e d ig  ap l,m* n2 ~ m ~ mo* p2,m 
/ 7 . 9 /  jo b b o ld a lá b ó l  a m e g fe le lő  I * n( in d e x e k  m e lle t t  k a p ju k .
A /7 .1 0 /  eg y e n le tre n d sze r  m á t r i x a  minden I - r e  ugyanaz, é s p e d ig  az
( s ')  (s)s -e d ik  s o rá b a n  rendre a ^  , m = 0 , 1 , . . .  , n 2~ l ; q2 ^ , m = 0 , 1 , . . . ,n ^ - l
-  113 -
számok á l ln a k ,  a s o r  u to ls ó  eleme p e d ig  1 . A q j k i i n d u l á s i  ada tok1 , m
m eg v á lasz tásán á l ü g y e ln i  k e l l  a r r a ,  hogy a / 7 .1 0 /  r e n d s z e r  m átrix a  
ne leg y en  s z in g u l á r i s ,  m ásrész t hogy -  1 t e l j e s ü l j ö n .
í,m ’
Numerikus szám olásokat r ö g z í t e t t  ^ = 3 2 = . ! ,  >1^ = >2=1 é s  v á l to z ta ­
t o t t  = ^2 m e l le t 't  végeztünk  n .^ 1 ,2 ,3 ,  n2= l ,2 ,3  p a ra m é te ré r ­
té k e k k e l .  Néhány eredm ényt közlünk  az a lá b b i  2 . tá b lá z a tb a n  (szám olá­
sa inkban  a /7 .9 / - b e n  s z e re p lő  mQ- a t  6 -nak  v á l a s z to t tu k ) .
n  ^  —-П 2 *■* 1
- ------------------
.5 .8 1 2 5 10
P1 ,0 =p2 ,0 .5067 .3405 .3521 .3758 .3903 .3951
P1 , l =p2 , l .0675 .0576 .0542 .0466 .0419 .0406
p l , 2 =p2 ,2 .0191 .0174 .0157 .0134 .0119 .0107
n^=n2- 2
p l , 0 =p2 ,0 .1425 .1591 .1642 • 1743 .1800 .1816
pl , 1 ^ 2 ,1 .1374 .1304 .1290 .1261 .1251 .1252
p l , 2 =p2 ,2 .0193 .0321 .0313 .0306 .299 .0289
2 . t á b l á s a t
-  НА- -
M egjegyzések
A s ta c io n á r iu s  á l l a p o t  v a ló s z ín ű s é g e k e t  а V I. pon tban  az á tm e n e t-  
v a ló s z in ü sé g  m átrix b ó l i t e r á c i ó v a l ,  а V II . pon tban  p e d ig  g e n e rá to r  
függvények s e g í ts é g é v e l  h a tá ro z tu k  meg. A k é tfé le k é p p e n  szám olt 
eredmények ^ 1 = ^ 2  =^ ’ np=n 2=^ ,2 - r e  a n e sy e<ü k t i z e d e s  je g y ig  meg­
egyeznek.
А V II. po n tb an  i s m e r t e t e t t  m ódszer h a sz n á lh a tó sá g a  a é s  ^ 2
csö k k en ésév e l ro m lik , e z é r t  ^ ^ < 0 . 5  ^ 2  ^  0 .5  e s e te k re  k a p o tt
szám olások eredm ényei p o n ta t la n o k . V iszon t 'O ^ és  2 n ö v e lé sé  
v e i  a r e n d s z e r  k ö z e le d ik  az á tk a p c s o lá s  n é lk ü l  működő k is z o lg á ló  
re n d s z e rh e z . A — ► o° , S>2 — ► 00 - r e  k a p o tt  h a tá r é r té k e k
megegyeznek az E rlang  m o d e lle l szám olható  m eg fe le lő  v a ló sz ín ű sé g e k  
k e l .
Az 1 . t á b l á z a tb ó l  l á th a tó a n  a ^  i = "^2 c sö k k en ésév e l a különböző 
á l la p o tb ó l  k i in d u ló  szám o lások , továbbá  a k é t  m ódszer eredm ényei 
egyre nagyobb e l t é r é s t  m u ta tn ak , lnnék  oka a z , hogy a véges á l l a ­
p o t t é r r e  v a ló  r e d u k á lá s n á l  egy re  nagyobb h ib á t  követünk  e l .
A c ikkhez  kapcso lódó  num erikus szám olások az U ra l-2  t ip u s u  e le k tro  
n ik u s  szám ológéppel t ö r t é n t e k .  A szám olások j e l e n tő s  r é s z é t  Koszó 
Gábor v é g e z te .
Irodalom:
[1] G ergely  J ó z s e f :  Egy s o rb a n á l lá s i  f e l a d a t  m egoldása, MTA Szá­
m ítá s te c h n ik a i  Központ Közlemények 2 . /1 9 6 7 / 
3 -2 5 .
[2] -  : Szisztém a a b s z lu z s iv a n y ija  az p e re k lju c s e n y ie m ,
M egjelen ik  a " S ta d ia  S c ien tia ru m  M athem aticarum  
H ungarica" f o ly ó i r a tb a n .
[3] -  : Eél-M arkov fo ly am ato k  v e z é r lé s e ,  MTA S zám ítás­
te c h n ik a i  Központ Közlemények 3« /1 9 6 7 / ЬВ-èh
S_u_m_ra_a_r_2_
The papéi* d is c u s s e s  th e  o p tim iz a tio n  o f  th e  queuing model d e a l t  
w ith  in  [ l ]  and [2 ] .
Two s o . t s  o f custom ers a r r iv e  to  th e  s e rv in g  system  a c co rd in g  th e  
P o isson  p ro c e s s .  The d e v ic e  must sw itc h  over i f  i t  s e rv e s  a f t e r  
a u n i t  o f one ty p e  a u n i t  o f an o th er t y p e .  The t im e s  o f  s e rv ic e  
and sw itc h in g  a re  in d e p e n d e n t. S w itch ing  te k e s  o n ly  p la c e  i f  u n i ts  
o f one ty p e  in  th e  system  have been f u l l y  se rv e d  and th e r e  i s  of 
th e  o th e r  ty p e  queuing s u rp a s s in g  a c e r t a i n  th r e s h o ld  v a lu e .  Let 
th e s e  th r e s h o ld  v a lu e s  be n^ and n g . The e f f e c t iv e n e s s  o f th e  
system  i s  c h a r a c te r iz e d  by th e  w a itin g  tim e  f o r  th e  tim e u n i t .  The 
o p tim al n^ and n^ w ith  th e  minimum w a i tin g  tim e i s  to  be found .
A sem i-M arkovian p ro c e s s  ta k e s  p la c e  in  th e  system . The p r o b a b i l i t i e s  
o f  t r a n s i t i o n ,  th e  tim e s  o f  t r a n s i t i o n  and w a itin g  a re  com puted.
The com puta tion  o f s t a t i o n a r y  p r o b a b i l i t i e s  a re  d is c u s s e d . The 
optimum i s  d e f in e d  by a method d e s c r ib e d  in  [3 ]•  Some num erica l 
r e s u l t s  a re  g iven  i s  c a se  o f e x p o n e n tia l d i s t r i b u t i o n s .
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S z e le z s á n  Jánosi
Egy d i s z t r ib ú c ió s  p a ra m é te re s  o p t im a l iz á lá s i  f e l a d a t
m egoldása
Tegyük f e l ,  hogy a r e n d s z e r  v i s e lk e d é s é t  o lyan  k é t ­
v á l to z ó s  u { x ,t)  függvény  Í r j a  l e ,  am elyet V o l te r r a  
t ip u s u  o p e rá to r ra l
t
u ( x , t )  = Kf = K ( x , t , s )  f ( s ) d s  / 1 /
о
a la k b a n  á l l í th a tu n k  e l ő .  Vegyük úgy, hogy f  ( s) a 
v e z é r lő fü g g v é n y ; e függvény  h a tá s á ra  a re n d s z e r  а К 
o p e r á to r  á l t a l  m e g h a tá ro z o tt  á l l a p o tb a  j u t .
I s m e r e te s ,  hogy 1 /  a la k ú  p é ld á u l az
ut  = a2uxx  
u (x ,o )  = 0
u ( o , t )  = f ( t )  O - t ^ T ,
h ő v e z e té s  d i f f e r e n c iá le g y e n le té n e k  m egoldása t . i .  i t t
t
u(x_>t) =  ^ K ( x ,t - s )  f ( s ) d s
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K ( x , t - s )
X e
2
X
Ebben az e se tb e n  a z t  m ondhatjuk, hogy a fo ly am ato t a 
ta r to m á n y  h a tá rá n  v e z é re l jü k .
Legyen g (t)> 0 eg y  a d o tt  Lj függvény. Legyen
xQ > о a d o tt  p o n t.
T e k in tsü k  a
T у
J ( f )  = ^[g+u (x Q, t ) J d t  2 /
о
f u n k c io n á l t ,  aho l T a d o tt  szám.
J e lö l jü k  u (x Q, t ) - t  A f-v e l . Ekkor a 2 /  fu n k c io n á l 
a la k j a
J ( f )  = ( A f  +g, A f  + q )  
ah o l ( , )  a s k a lá r s z o r z a t  j e l e .
Legyen F a következő  függvényhalm az
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F a | f ( t ) :  1 /  f ( t )  szakaszonkén t fo ly to n o s
[ o ,  T J  -ben
T
2 /  J f ( t ) r ( t ) d t  = q 
о
3 /  о -  a( t )  - f ( t )  -  b ( t )
aho l a { t ) <  b ( t )  t 6  [ 0 , т ]  t e t s z ő le g e s  in te g r á lh a tó  
függvények , r ( t ) > о sz ig o rú a n  monoton növekvő, a b s z . f . ,  q 
p e d ig  a d o t t  k o n s ta n s , m elyre
T T
( a ( t ) r ( t ) d t ^ q  < ^ b ( t ) r ( t ) d t  . |  
о о
F e la d a t :  K eressük meg az F halm aznak a z t  az f*  
e le m é t , am elyre a J ( f )  fu n k c io n á l minimumot vesz  f e l .
T é te l :  Tegyük f e l ,  hogy K(xQ, 8 , t ) ^  o,  és t-b e n  monoton 
csökken.
Akkor a  f e l a d a t  e g y e tle n  m egoldása
) a( t )  
( t )  =
,b( t )
ha 0 - t  
ha t
é az
T
T ( I )
j f  ( t ) r ( t ) d t  = q 
о
ah o l
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e g y e n le t gyöke.
B iz o n y ítá s ;
E lő szö r m egm utatjuk, hogy az
F ( J ) ! фf  ( t ) r ( t ) d t q
eg y en le tn ek  e g y e tle n  v a ló s  gyöke van .
U gyanis m a j d n e m  m i n d e n ü t t
T (£) -b
—  = —  (  (rMf ( t ) d t  = —  Г ( b ( t ) r ( t ) d t
H  d Г  о }
J.
 ^ a ( t ) r ( t ) d t ] =  r (  ^  f  b( j^) - a ( ^ ) ] > <
0
S  2 t y .
v a g y is  F( ) monoton növekvő. V ilág o s , hogy F( ^ ) 
fo ly to n o s  I s .  Mivel e z en k ív ü l
T T
F( o) = ^ a ( t ) r ( t ) d t   ^ b ( t ) r ( t ) d t  = F( T)
о о
e z é r t  e g y e tlen  ^  v a ló s  gyöke van a (o ,T)  I n t e r v a l ­
lumban az F( ? ) = q e g y e n le tn e k .
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Most m egm utatjuk, hogy f ^ \ t )  o p t im á l is  m egoldás
M in d en ek e lő tt v i lá g o s ,  hogy f ^ ( t )  m egengedett meg­
o ld á s ,  azaz f ^ ( t ) 6 F .
T
U gyan is  a ( t )  -  f ^ \ t )  -  b ( t ) , és   ^ f ^ ( t ) r ( t ) d t  = q,
о
Most m egm utatjuk , hogy f  ( t )  m in im a l iz á lja  a / 3 /  f u n k c io n á l t .  
F un k c io n á lu n k a t a következőképpen a la k í th a t ju k  á t :
J ( f )  = (Af ,  Af) -  2(Af ,g)  + ( g , g )  =
= (A* Af,  f )  -  2 ( f ,  A*g) ♦ ( g , g )
( i t t  AM az A o p e rá to r  a d ju n g á l t j á t  j e l e n t i . )
Az A1* A = В, ~2k*g a h j e l ö l é s s e l
J ( f )  = (Bf ,  f )  ♦ ( h , f )  ♦ ( g , g ) .
A ( g . g )  s z o rz a t  e lh a g y h a tó , Így  a to v áb b iak b an  elegendő  a 
J ( l ) ( f )  = ( B f , f )  ♦ ( h , f )  
f u n k c io n á l t  v i z s g á l n i .
A " d u á l l B "  fu n k c io n á l
Az e r e d e t i  f e l a d a to t  úgy o ld ju k  meg, hogy m egszerkesztünk  egy 
" d u á l i s "  l i n e á r i s  f u n k c io n á l t .
T é te l t
Az f “ e F elem akko r és  csak akkor m in im a liz á lja  J ^ ^ ( f )  
f u n k c io n á l t ,  ha m in im a liz á lja  (az  F halm azon) a
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J í 2 ^ ( f )  = (2Bf* + h , f  )
" l i n e á r i s "  f u n k c io n á l t .
B iz o n y ítá s :
A b iz o n y ítá s b a n  ugyanazt a m ódszert a lk a lm azzu k , am it fj]  -ben  
a lk a lm a z tu n k .
Tegyük f e l ,  hogy f*  m in im a liz á lja  a J ^ ^ ( f )  f u n k c io n á l t  az 
F halm azon. Legyen f e  F egy f*  - t ó i  különböző elem . Vegyük az
f i 0 * * ^ 1
fü g g v én y t.
Az F halm az konvex. U gyanis, ha f^ €  F é s  f ^ f  F, akkor 
1 . 'A f< + (í — ^ )f í  s z in té n  szak aszo n k én t fo ly to n o s
г .  f f c W  + t t-Mf.UII 'WJdt
d,
0 ß
=  A  / +  Í Í - A )  frli)f2(i)dt  -  
1 . 01
=  ^ q  +  И — ^ ) (  ^ =  ç  
5 .  Q(i) = Л olt) + h - ^ )  ölti —
^  ' х № + ( 1 - Ш П ) ^ Ш ) + ( 1 - л ) ь а ) =  bit)
-1 2 2
Ez v is z o n t  a z t  j e l e n t i ,  hogy f ^  ( t ) e  F .
T ek in tsü k  a
itt)- j"V>) =  ( S f M - M f + W  
+ (h, H - W  + i f )
fu n k c io n á l t  m int a À v á lto z ó  fü g g v é n y é t. A s z o rz á s o k a t  e lv é g e z ­
ve a  következő  a lak b an  i s  f e l í r h a t ó :
itt)= 3 M t f ‘ ) + ( 2 B f > h ,  f - f n  +
+ { B t f - n ,  í - n f
A 'P(^) függvény a 0  — Á —  1 in te rv a llu m b a n  a  f e l t é t e l  s z e ­
r i n t  > = о m e l le t t  v e sz  f e l  minimumot, m ert a f e l t e v é s  s z e r in t  
f* 6  F o p t im á l is  m egoldás.
E zé rt
o  ^  <p‘(0) =  (2Bf*+h,  f ~ f )  A /
De m ivel ( B f , f )  = (A* A f , f )  = ( A f , á f ) > 0 ,  e z é r t  
J ( f * )  = f { o )  <4>( 1) = J ( f ) .
Ez v is z o n t  / 4 /  a la p já n  a z t  j e l e n t i ,  hogy f*  az e g y e tle n  o lyan  
F -b e l i  e lem , amelyre
(2Bf* ♦ h , f * ) ^ ( 2 B f *  ♦ h , f ) .
De ez éppen a z t  j e l e n t i ,  hogy f *  m in im a liz á lja  a [2 3 t*  + h , f )  
l i n e á r i s  f u n k c io n á l t .
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Most az e le g e n d ő ség e t b iz o n y l t ju k .
Tegyük f e l  t e h á t ,  hogy f * €  F m in im a liz á lja  a (2Bf* + h , f )  
f u n k c io n á l t ,  azaz
(2B f* + h , f - f * ) ^ o ,  ah o l f 6 F  t e t s z ő le g e s  m egengedett függvény.
A J ^ (  ^ ) fu n k c io n á lr a  f e l í r h a t j u k  a k ö v e tk e z ő k e t:
j"1 íf'+z) -  (fi ( j “+z ) ! f “+z) -h ( f "+z , h) - 
=  f ' l p  + l 2 B f ' > h , z ) * ( 8 z , z )
Legyen z = f - f * .
Ekkor:
J '"(f)- тГ-П ■
V iszon t a f e l t e v é s  s z e r i n t  {2Bf* + h , f - f * )  ^  о és  
( B ( f - f * ) , f - f * ) > o,  e z é r t  f e n n á l l  az
J ( l ) ( f )  -  J ( f * ) >  о
azaz
J ( l ^ ( f ) > J ( f * )  
e g y e n lő tle n s é g .
E zzel t é te lü n k e t  b iz o n y í to t tu k .
Az 1 . t é t e l t  a f e n t i  t é t e l  f e lh a s z n á lá s á v a l  b iz o n y l t ju k .
Vezessük be a
3 f ( t )  = 2Bf* ♦ h 
j e l ö l é s t .
í r j u k  k i  ^ £ ( t )  j e l e n t é s é t .
^C( t )  = 2A*Af* ♦ 2A*g = 2A*(Af* + g) =
T
= 2 £ K(x0 , 8 , t )
t
8
(  K(x0 ,8 ,T ) f* (T ) d t  ♦ g ( s )
- о
ds
M ivel a f e l t e v é s  s z e r i n t  K(x0 , s , t )  à о,  g ( s )=^o  
f * ( T ) - o ;  ( o ^ s - T ,  o ^ t ^ T ,  o ^ T - T ) ,  e z é r t  
'^’( t ) > O î  ( o ^ t < T )  é s ' á f ( t )  monoton csökken .
Most m egm utatjuk, hogy f  ^  ( t )  o p t im á l is  m egoldás.
Az e lő b b i  t é t e l  é rte lm é b en  a J ^ ^ ( f )  fu n k c io n á l 
h e l y e t t  elegendő az
/  ( f )  = (2B f* + h , f )  = ( 3 £ , f )
l i n e á r i s  f u n k c io n á l t  m in im a liz á ln i az F halm azon, 
aho l f *  = f ^  az e r e d e t i  f e l a d a t  o p t im á lis  megol­
d á s a .
Tegyük; f e l ,  hogy l é t e z i k  olyan f ° ( t ) 6 F  függvény, 
m elyre
I  ( f ° )  í  /  ( f ^ )
azaz
O Í , f ° )  í  ( 9 f , f  Ф )
v a g y is , k i í r v a  a s k a lá r s z o r z a t  j e l e n t é s é t  óa rendezve  
T
о í  [  # ( t ) [  f ^ ( t )  -  f ° ( t ) J  d t V
о
M egm utatjuk, hogy f ° ( t )  = f ^ ( t ) .
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A á /  e g y e n lő t le n s é g e t
J T
о - ^  ( t )  [  a ( t ) -  f ° ( t ) ]  d t  + ^ a t ( t )  [  b ( t )  -  f ( o ) ( t ) ]  dt
I
az az
[ * a C( t ) [  f ° ( t )  -  a ( t ) ]  d t í  Î 3 t ( t ) [  b ( t )  - f ° ( t ) ]  d t
0 I
a lakban  I s  f e l í r h a t j u k .
Alkalm azzuk a f e n t i  e g y e n lő tle n sé g  m indkét o ld a lá r a  
a k ö z é p é r té k t é te l t ,  a z t  k ap juk , hogy bizonyos 
o í  ^  ^  о - \  z  ^  m e l le t t
1 4 j
ЭС{0) I  ( f ° ( t )  -  a ( t ) ) d t  + 3t (^)  [  ( f ° ( t ) -  a ( t ) ) d t  ±
°  \ h
j f b( t)-f°( t)] at ♦•>{(« ( [ь( t) -  t°(t)j at
5  h
Mivel 9 Í ( t )  - o  monoton csökken és f ° ( t )  -  a ( t )  - o  
b ( t )  -  f ° | t ) ? 0 e z é r t
A t
T>U^) j [ f ° ( t )  -  a ( t ) ]  d t  ^ae(^) j [ b ( t )  -  f ° ( t ) j  d t
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azaz
1
-  a ( t ) ]  d t  ^ ( [ b U )  -  f ° ( t ) ]  d t
1
vagy!a
о ^ \  [ a ( t )  -  f ° ( t ) ]  d t  + ( [ b ( t )  -  f ° ( t ) ]  d t  =
о  l
T (i) í
= Î  [  f  * ( t )  -  f°( t ) ]  d t  5 /
I
M ivel a ( t )  -  f ° ( t )  - o ,  azaz j [ a ( t )  -  f ° ( t ) j  d t  -  о
О
T
é s  b ( t ) - f ° ( t ) - o  azaz ^ £ b ( t ) - f ° ( t ) j d t ^ o
1e z é r t
T
I  [  f  -  f° (tO  ]  <X* о 6/
Ebből azonban k ö v e tk e z ik , hogy 
/ A \ t )  = f ° ( t ) .
U gyanis f ^ \ t )  é s  f ° ( t )  i s  m egengedett 
m egoldás, e z é r t
T
 ^ [ ( f  ( t )  -  f ° ( t ) ]  r ( t ) d t  = о
о
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I n te g r á l ju n k  a f e n t i  in te g r á lb a n  p a r c i á l i s á n ,  a z t  kap­
ju k , hogy
fe lh a s z n á lv a  az 5 /  és  6 /  e g y en lő ség e t a z t  k a p ju k , hogy
E zzel á l l í t á s u n k a t  b e b iz o n y í to t tu k .
Iroda lom ^_
[1] • R .E .Bellm an, I .G l ic k s b e rg ,  0 . A .G rossi Some
a sp e c ts  o f  th e  m athem atival th e o ry  o f  c o n tr o l  
p ro c e s s e s  (Rand C o rp o ra tio n  S an ta  M onica, 1958)»
[2 ] A .G .B u tkovezk ijt T o r i ja  optim alnovo u p r a v le n l ja  
szisztem am i sz  r a s z p r e g e l i t e ln im i  p aram étran t. 
(Moszkva, 1965)
[ 3] S ze lezsán  Já n o si O p tim á lis  v e z é r lé s  p a ra b o l ik u s  
d i f f e r e n c iá le g y e n le t  p e r e m f e l t é t e l e iv e l .  (MTA 
S z á m itá s te c h n ik a i K özpontja  T á jé k o z ta tó  1 0 .
96 . o ld .)
7 /
M ivel a f e l t é t e l  s z e r i n t  г ( о )>  о és ^  > о e z é r t
7 /  c s a k  úgy t e l j e s ü l h e t ,  ha
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S_u_m_m_a_r_y
S o lu t io n  o f  an O ptim al C o n tro l Problem  in  a 
D is tr ib u te d -P a ra m e te r  System 
S z e le z sán  János
L et u s  assume t h a t  th e  behav iour o f  th e  system  I s  
d e s c r ib e d  by a s t a t e  fu n c t io n  u ( x , t )  w ich can be 
e x p re s s e d  as
L e t u s  assume t h a t  f ( s) i s  th e  c o n t r o l  f u n c t io n .
L e t g ( t) ? 0 b e  g iven  fu n c t io n .
L e t u s c o n s id e r  th e  fu n c t io n a ls
L e t P be th e  fo llo w in g  c o n tr o l  fu n c t io n  s e t .
P = ^ f ( t )  s 1 . p ic e -w is e  c o n tin a a u s  
T
t
K ( x , t , s )  f  ( s )  d e , where K ( x , t , s )  ? 0
о
f (  t )  r ( t ) d t  = q
о
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where r ( t )  > о i s  m onotonously in c reas in g ^  q a g iven
c o n s ta n t
3 . о - a ( t )  - f ( t )  - b( t )  ; a ( t ) < ^ b ( t )
Problem : I t  i s  re q u ire d  to  m inim ize J ( f )  s u b je c t
to  th e  c o n s t r a in t  f  t P
Theorem: The s o lu t io n  o f th e  p roblem  i s
, Ф , . >  J * (t>
l  b( t )  i f  £  г  t  i- f i
where ^ i s  th e  ro o t  o f th e  e q u a tio n
T
( f ^  ( t )  r ( t )  d t  = q
t
0
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E le k t r o s z ta t ik u s  és s ta c io n á r iu s  e lek tro m ág n eses  t é r  a lap eg y en ­
l e t e i n e k  m egoldása e le k t ro n ik u s  szám ológéppel 
R enner Gábor
B evezetés
A v illa m o s s á g ta n  s ta c io n á r iu s  t é r e g y e n le te in e k  m egoldása z á r t  
alakban tö b b n y ir e  csak egyszerűbb  e lre n d e z é se k  és h a t á r f e l t é t e ­
le k  e s e té n  s i k e r ü l .  E zé rt k o n k ré t  problém ák m egoldására már r é ­
gebben k id o lg o z ta k  olyan m atem atik a i m ódszereket ( a n a l i t i k u s  és  
num erikus k ö z e l í tő  m ódszerek ), amelyek jó v a l  á l ta lá n o s a b b  f e l ­
t é t e le k  m e l l e t t  leh e tő v é  t e s z i k  a té r e g y e n le te k  m eg o ld á sá t, a 
té r je l le m z ő k  m eg h a tá ro z á sá t. Ezek a m ódszerek sok e se tb e n  ig en  
nagy m ennyiségű szám olási munkát k ö v e te ln e k , e z é r t  k i t e r j e d t  
a lka lm azásuk  a  nagysebességű  e le k t ro n ik u s  szám ológépek m eg je le ­
n ésév e l v á l t  Id ő sz e rű v é .
Az MTA S z á m ítá s te c h n ik a i  K özpontjában  1967. nyarán  e lk é s z ü l t  d ip ­
lom aterv  fo g la lk o z ik  a szám ológép i té r s z á m ltá s r a  le g in k á b b  s z ó -  
bajövő m atem a tik a i m ódszerekke l. T á rg y a l ja  a p o te n c iá lfü g g v é n y  
s o r f e j t é s é t ,  m int a n a l i t i k u s  e l j á r á s t ,  v a lam in t a d J . f f e r e n c iá l -  
eg y e n le te k  m ódszerét; ezen b e lü l  az e g y e n le tre n d s z e r  k é t  megol­
d á s i l e h e tő s é g é t .  ( I t e r á c i ó  és  C on te-C arló  m ódszer.) A d ip lom a­
te rv b en  m e g ta lá lh a tó  ezen  m ódszerek a lk a lm a z á sa , k o n k ré t p ro b ­
léma m e g o ld á sá ra .
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1» A té r s z á m ltá s  a la p ,1 a i
S ta c io n á r iu s  és  s z ta t ik u s  v i l la m o s te r e k  p o te n c iá l - e lo s z tá s á n a k  
m eg h a táro zásá ra  a Maxwell e g y e n le te k b ő l adódó
L a p lac e -P o isso n  e g y e n le t s z o lg á l .  Ha a p o te n c iá le lo s z lá s  a t é r  
o ly an  részéb en  k e re se n d ő , a h o l a tö l té s s ü r ü a é g :  S  (x,y,z) = 0
akkor a L ap lace -P o isso n  e g y e n le t az  egyszerűbb
L a p la c e -e g y e n le tre  e g y sz e rű sö d ik . F e n t i  e g y e n le tek  h e ly  s z e r in t  
nem v á lto z ó  d ie le k tro m o s  á l la n d ó ra  ( £  ) é rv é n y e se k .
Az / 1 / ,  / 2 /  p a r c i á l i s  d i f f e r e n c iá le g y e n le te k  m egoldásához a t ö l -  
tó s s ü rü s é g e n  k iv ü l  a p e r e m f e l té te le k e t  i s  meg k e l l  a d n i .  Ezek 
m atem atik a i szem pontból a köve tkezők  le h e tn e k .
1 .  /  Z á r t  tartom ány  h a tá rá n  a p o te n c iá ln a k  e l ő i r t  é r t é k é t  k e l l  f e l ­
v e n n i.  ( D i r ic h le t  p ro b lém a .)  Ez az e s e t  á l l  e l ő ,  ha m eghatá­
r o z o t t  p o te n c iá l r a  k ö t ö t t  e le k tró d á k  t e r é t  k e l l  m eg h a táro zn i.
2 .  /  A szóbanforgó  ta rto m án y  h a tá r á n  a t é r e rő s s é g  n o rm á lis  irá n y ú
A U = - i / 1 /
a D = 0 / 2/
komponense, azaz a d o t t ,  p é ld á u l tö ré s tö rv ó n y e k -
bő l adódó h a t á r f e l t é t e l e k  e s e té n .  (Neumann p ro b lé m a .)
3 . /  E lő fo rd u lh a t  te rm é s z e te s e n , hogy mind 1 . / ,  mind 2 . /  t ip u s u  
h a t á r f e l t é t e l e k  sz e re p e ln e k  a p e re m fe l té te le k  k ö z ö t t .
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A f e n t i  d i f f e r e n c iá l e g y e n le t e k e t  k i e l é g í t ő  függvények k ö z ü l so k a t 
ism erünk, azonban  az e l ő i r t  p e re m fe l té te le k  é rv é n y e s íté s e  á l t a l á ­
ban nehéz f e l a d a t .  A p e re m fe l té te le k n é l  i s  tö b b n y ire  nem U, vagy
ъи t e t s z ő l e g e s  v á l to z á s a ,  hanem a perem  s z a b á ly ta la n  a la k j a  
okoz n e h é z s é g e t .  E z é rt száraológépl a lk a lm a z á s  szem pontjábó l i s  
e lső so rb an  azok a m ódszerek jö h e tn e k  s z á m ítá s b a , amelyek a t a r t o ­
mány a la k j á r a  vonatkozóan tá g  le h e tő s é g e k e t  b iz to s í ta n a k .
Áramok m ágneses t e r é t  á l t a lá b a n  nem je l le m e z h e tjü k  s k a lá r  p o te n ­
c i á l l a l ,  m ert a H mágneses té r e rő s s é g  r o t á c ió j a  nem azonosan 
z é ru s . De megadhatunk egy A v e k to r p o te n c i á i t ,  melynek r o t á c i ó ­
j a  a m ágneses in d u k c ió v e k to r t  a d ja :  В = ro tA . Ezen v e k to rp o ­
t e n c iá i  k is z á m ítá s á r a  a Maxwell e g y e n le te k  a la p já n  d iv  A = 0 
v á la s z tá s s a l  а  д A = -  yu J e g y e n le te t  k a p ju k . D e sc a rte s  k o o r­
d in á tá k ra  k i í r v a :  a A í. != —/ í \ i л А у = у .i Jy a Az = —
vagyis az A v e k to rp o te n c iá i  mindhárom komponense L a p lac e -P o lsso n  
e g y e n le te k e t  e l é g í t  k i .
Ha a t é r s z e r k e z e t  a té rn e k  csak  á ra m v e z e tő k tő l m entes ré sz é b e n  
é rd e k e s , a  m ágneses té r e r ő s s é g  egy e g y sz e re se n  összefüggő  t é r ­
részb en  le v e z e th e tő  az Uffl c ik l ik u s  m ágneses p o te n c iá lb ó l :
A = - g ra d  lijjj. Ezen mágneses p o te n c iá l  m eg h a táro zásá ra  a á l lm=o 
Laplace e g y e n le t  ad ó d ik .
Mindezek az e g y e n le te k  csak  té rb e n  á l la n d ó  é s  az in d u k c ió tó l  
fü g g e tle n  m ágneses p e rm e a b i l i tá s  ( yu ) f e l t é t e l e z é s é v e l  ig a ­
zak, Íg y  a g y a k o rla tb a n  e lő fo rd u ló  inhomogén és fe rro m ág n eses
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anyagokat ta r ta lm a z ó  te re k b e n  á t a l a k í t á s r a  s z o ru ln a k . A diplom a­
t e r v  t á r g y a l j a  a p o te n c iá le g y e n le te k  a la k já t  h e ly  függvényében 
v á lto z ó  p e rm e a b i l i tá e  e se té n  l / d = / ^ ( r ) j  ás s z á m ítá s i  mód­
s z e r t  ad az In d u k c ió tó l  függő p e rm e a b i l i tá e  f ig y e le m b e v é te lé re  
i s .
2 . M egoldás s o rb a fe .lté s  s e g í t s é g é v e l
A t é r s z á m i t á s i  problém ák nagy c s o p o r t ja  megoldható» ha s ik e r ü l  
a h a tá rg ö rb e  m enti p o te n c iá lv á l to z á s t  o lyan  függvények s z e r i n t  
h a lad ó  s o rb a  f e j t e n i ,  melyek
1 .  o r to g o n á l is  fü g g v én y ren d sze rt a lk o tn a k
2 . m ego ldásai a L ap lace e g y e n le tn e k .
N ev eze tesen  s z e p a rá c ió v a l a  L ap lace  e g y e n le t köve tkező  á l t a lá n o s  
m egoldásaihoz ju th a tu n k  ( [ l ] ) .
D e sc a rte s  k o o rd in á tá k  e s e té n t
U( x y z )  =  Ц  TJ (Aki e * *  + В  ki e ^ iX)
k ,=1 / 3 /
ki + ki +k3 = 0
А к s z e p a rá c ió s  á lla n d ó k  e l ő j e l é t ő l  függően az e x p o n e n c iá lis  
függvények átmennek h ip e r b ó l ik u s ,  i l l e t v e  t r ig o n o m e tr ik u s  függ­
vényekbe .
H engerkoo rd iná ták  e s e té n t
U i r ÿ z )  =  Ц  L  [Дь.Л» + B kmN m ][A m  SÍP ПН? + В т С (й Г П ^] ' / 4 /к m
*ÍAeta + B * é kt]
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ahol J m(k r )  ée  Nm(k r)  az m -edrendü B eese l i l l e t v e  Neumann 
függvények. I t t  к v a ló s  vagy k é p z e te s  v o l t á t ó l  függ , hogy az 
e x p o n e n c iá lis  függvények m ilyen függvényekbe mennek á t .  
Göm bkoordináták e s e té n :
U lr H l =  ÍL Y _ ÍA kr k + -3h ][A mcos rn>j)+B m S in  m f ] /f (cosŰ) /5/
k m  '
I t t  F*(cos "Ф) a k -ad ren d ü  k a p c s o lt  L egendre függvény. Sok e s e t ­
ben к és m é r t é k e i  fo ly to n o sa n  o sz la n a k  e l ,  és  ekkor a szum- 
mákat m in d en ü tt in te g r á lo k  h e l y e t t e s i t i k .
A módszer h a s z n á la ta  akkor e lő n y ö s , ha  k o o r d in á ta f e lü le te k  h a tá ­
r o l já k  a  v i z s g á l t  t é r r é s z t ,  é s  -  a h a t á r f e l t é t e l t  j e l e n tő  -  po­
t e n c i á lv á l to z á s  ezek mentén a d o t t .  Ekkor a p e re m fe lü le t  param é­
t e r é t  a / 3 / ,  / 4 /  é s  / 5 /  eg y en le tek b e  h e l y e t t e s í t v e ,  a p o t e n c i á l -  
v á l to z á s t  a megmaradó v á lto zó k h o z  t a r to z ó  függvények s z e r i n t  
kapjuk  s o r b a f e j tv e  (T rig o n o m etrik u s  s o r ,  B eesel függvények, f e l ü ­
l e t i  gömbfüggvények s z e r i n t i  s o r ) . Ha az e l ő i r t  p o te n c iá lv á l to ­
z á s t  i s  s i k e r ü l  e függvények s z e r in t  s o r b a f e j t e t t  a lakban  e l ő á l ­
l í t a n i ,  ak k o r e g y ü tth a tó  ö s s z e h a s o n l í t á s s a l  a / 3 / ,  / 4 /  é s  / 5 /  
e g y e n le te k  e d d ig  is m e re t le n  e g y ü tth a tó i  m eghatározha­
tó k .
Szám ológépre a lkalm azva e z t  a  m ódszert m in d en ek elő tt szükség  
van o ly an  s z u b r u t in r e ,  am ely az i t t  s z e r e p lő  függvények é r t é k e ­
i t  bárm ely h e ly e n  k i s z á m ít ja .  T rig o n o m etrik u s  függvényeket s z á ­
moló s z u b ru tin o k  r e n d s z e r in t  minden szám ológépnél m e g ta lá lh a tó k , 
a B essel é s  göm bfüggvényekre p ed ig  e l  k e l l  k é s z í te n i  e z e k e t ,  ha
- 1 3 5
nem sz e re p e ln e k  a szám ológép s z u b ru t in  k ö n y v táráb an . A d lp lo m a te rv  
s p e c i á l i s  ré sz é b e n  h engersz im m etrikus  té r s z á m itá s i  p roblém a k id o l ­
gozása s z e r e p e l j  Íg y  i t t  a  B esse l függvény  h e l y e t t e s í t é s i  é r t é k e i t  
k isz á m ító  s z u b ru t in  i s  m e g ta lá lh a tó . A fü g g v én y é rté k e k e t konvergens 
h a tv án y so r s e g í t s é g é v e l ,  nagy v á lto z ó k  e s e té n  a P o in c aré  f é l e  sem i- 
konvergens s o r r a l  l e h e t  k is z á m íta n i ,  e lő r e  megadható m ax im ális  h i ­
bával .
E lőzőek s z e r i n t  a szám ológéppel v é g re h a jta n d ó  m űveletek a  k ö v e tk e ­
zők!
a .  /  A h a tá ro n  a d o tt  p o te n c iá lv á l to z á s t  l e i r ó  függvény s o r b a f e j té a e
a f e n t i  függvények s z e r i n t .  D i g i t á l i s  számológépek e se té b e n  
az i s  m e g fe le lő , ha d i s z k r é t  ad a to k  á l ln a k  r e n d e lk e z é s re ,  p é l ­
d áu l m éré s i eredmények fo rm á jáb an . Maga a s o r f e j t é s  in te g r á lo k  
k is z á m ítá s á t  k ív á n ja  meg, ami v a la m ily e n  num erikus ( t r a p é z ,  
Sim pson, M onte-Car16 s t b . )  m ódszer s e g íts é g é v e l  t ö r t é n h e t .
b .  /  A^, e g y ü tth a tó k  k is z á m ítá s a  e g y ü t th a tó ö s s z e h a s o n l i tá s s a l ,
ami e g y sz e rű  a r i tm e t ik a i  m űveletek  e lv é g z é s é t  t e s z i  sz ü k sé ­
g e s s é .
c .  /  A k a p o t t  eredm ény k i é r t é k e l é s e .  M ivel a végeredmény i s  vég­
t e l e n  s o r  a la k já b a n  a d ó d ik , num erikus eredm ényt úgy kapha­
tu n k , hogy e so r  egy r é s z le tö s s z e g é t  t e k in t jü k .
Az ö s s z e g e z é s t  c é ls z e rű e n  egy c ik l ik u s  program  f o g j a  v é g e z n i .  A 
c ik lu s  l e h e t  k ö t ö t t  h o sszú i ez e s e tb e n  e lő r e  k i  k e l l  s z á m íta n i
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m aradékbecslő  form ulák s e g í t s é g é v e l ,  hogy az a d o tt  p o n to ssá g  e l ­
é réséhez  hány ta g o t  k e l l  figye lem be  v e n n i .  De a c ik lu s  h o s s z á t  
a  c ik lu sb a n  s z e re p lő  eredmény ( r é s z le tö s s z e g ,  maradók) é r t é k é t ő l  
i s  függővé t e h e t j ü k .  A dott p o n to ssá g  e lé r é s é h e z  szükséges ö s s z e ­
adandó tag o k  száma m e g á lla p í th a tó , ha  tu d ju k ,  hogy a s o r  t a g j a i  
le g a lá b b  m ily en  rendben csökkennek , azaz  mennyi az o(> 1 k i t e ­
vő m axim ális é r t é k e ,  hogy
ho к ^  К / 6 /
A C á l la n d ó t  úgy k e l l  megvá­
l a s z t a n i ,  hogy к = yí. e s e té n  
a  l é p c s ő s ,  és a fo ly to n o s  g ö r­
be eg y b eessen , v a g y is  / 6 /  s z e ­
r i n t i
Az e laő  К t a g  ö sszead ása  u tán  a h ib a  ( €  ) az e lh a g y o tt  tagok  
ö sszeg e , ami a  lé p c ső s  függvény görbe a l a t t i  t e r ü l e t é v e l  eg y ez ik  
meg. Ez b iz to s a n  k ise b b , m in t a f o ly to n o s  görbe a l a t t i  t e r ü l e t ;
CD OD . /  oL _ . Ш
e< Q * K U /7/
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J e le n  e s e tb e n  te h á t  a lé p c s ő s  és  a fo ly to n o s  függvényt a még ép­
pen ö s s z e a d o t t  ta g n á l  i l l e s z t e t t ü k .  Ez a  h ib á ra  a v a ló ságoshoz  
köze lebb  e ső  é r t é k e t  ad , m in tha az i l l e s z t é s  egy r ö g z í t e t t  h e lyen  
( p l .  az e l s ő  ta g n á l)  tö r té n n e .  (L ásd  az á b r á t . )
Az e l j á r á s  j ó l  h a sz n á lh a tó  p o z i t ív  ta g ú  so rok  e s e té n .  V áltakozó  
e lő j e lű  s o ro k n á l -  m ivel a  lé p c s ő s  gö rbe  t e r ü l e t e i  e lő je le s e n  
adódnak ö s s z e ,  -  a / 7 /  k i f e j e z é s  r o s s z  b e c s lé s t  ad .
3 . D if fe r e n c iá le g y e n le te k  m ódszere
Az e lő ző  m ódszer a lk a lm azásak o r komoly m egkötést j e l e n t ,  hogy 
tö b b n y ire  c sak  akkor k iv i t e l e z h e tő  a s z á m ítá s , ha a p e re m fe lü ­
l e t e k  a m eg fe le lő en  v á l a s z t o t t  k o o rd in á ta re n d s z e r  k o o rd in á ta f e ­
l ü l e t e i v e l  e snek  egybe. J ó v a l nagyobb szab ad ság g a l ren d e lk ezü n k  
a peremek a l a k j á r a  vonatkozóan a véges  d i f f e r e n c ia  e g y e n le te k  
h a s z n á la ta k o r .  M ivel a h a tá rm e n ti p o t e n c i á l e lo s z l á s t  csak  d i s z k r é t  
pontokban k e l l  is m e rn i ,  az e z t  l e i r ó  függvény ig e n  á l t a l á n o s  l e ­
h e t .  Ugyanez vonatkoz ik  a P o isson  e g y e n le tb e n  a t ö l t é s e l o s z t á s t  
l e i r ó  függvény re  i s .
a . /  A d i f f e r e n c i a  e g y e n le te k _ f e l í r á s a ._
A d i f f e r e n c ia  e g y e n le te k  f e l í r á s á r a  e lő s z ö r  e lk é s z í t jü k  a  v i z s ­
g á l t  ta r to m á n y  k o o rd in á ta v o n a la k b ó l, i l l e t v e  k o o r d in á ta f e lü le ­
te k b ő l á l l ó  b e o s z tá s á t .  (A problém a te rm ész e té h e z  igazodó  k o o r -
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d in á ta re n d s z e r  h a s z n á la ta  j e l e n  e se tb e n  i s  e lő n y ö s .)  íg y  a t a r ­
tomány b e ls e jé b e n  és h a tá r á n  m etszésp o n to k a t kapunk. A d i f f e r e n ­
c iá le g y e n le te t  ezen pontokban  f e l i r t  d i f f e r e n c i a  e g y e n le te k k e l 
h e l y e t t e s i t j ü k .
A különböző k o o rd in á ta re n d sz e re k b e n  f e l i r t  L ap lace k i f e j e z é s  a 
p o te n c iá lfü g g v é n y  e ls ő  é s  m ásodik d e r i v á l t j a i t ,  v a la m in t a  v á l ­
tozók  kü lö n b ö ző  fü g g v é n y e it t a r ta lm a z z a .  A d i f f e r e n c iá lo p e r á c ió ­
k a t  h e l y e t t e s i t j ü k  o lyan  d i f f e r e n c ia k i f e j e z é s e k k e l ,  am elyek a 
függvény é r t é k e l t  ta r ta lm a z z á k  a kö rnyező  pontok va lam ely ik éb en  
( lá s d  5 ) •  íg y  Ж1- г а  a köve tkező  k i f e j e z é s e k e t  kapjuks
D esca rte s  k o o rd in á tá k  e s e té n :
A U  fu(x+áx.y.zj -2u(x.y,z) + и ( х - А * ) у , г ) ]  +
+,-7-ufü(x.y+áy,z) - 2 u ( x y z )  4 u ( x , y - A y . z ) ]  +
(ЛЧ) / 8/
+  i ^ j i [ u l X , y . Z + A z )  - 2 u ( x y z )  4 u ( x . y . Z - A Z ) ]
H engerkoord iná ták  e e e té n :
A U  =  ^ y í [ u l r ^ r J . z ) * u ( r - A r J . z ) - 2 u ( r , i f > l z ) ]  4 
+ Ш а г ) Ш Г + ^ Г ' 0 Z )  -  U ( r - A T ,  f i z )  4 
+  J T J ^ i í U  (r. f+Af , Z ) - 2 u ( r . t z ) +  U (Г. -P-Af2)]+ / 9/
-t- -{—JT [U (rJ.Z + AZ) -  2u(rJ.z) 4 ulr.if.Z-Az)]
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Mivel azonban Д u = о i l l e t v e  P o isson  e g y e n le tn é l  д и  = f ; 
a / 8 /  é s  / 9 /  e g y e n le t  a la p já n  ö s sz e fü g g é s t kapunk и rá c s p o n t-  
b e l i ,  és az e z t  k ö rü lv e v ő  pontokban f e l v e t t  é r t é k e i  k ö z ö t t .  A 
/ 8 /  és / 9 /  k i f e je z é s b e n  -4u -t a p o te n c iá lfü g g v é n y  rá c s p o n t­
ban és az a z t  k ö rü lv ev ő  pontokban f e l v e t t  é r t é k e iv e l  f e je z tü k  
k i .  A d ip lo m ate rv  t á r g y a l j a  Ди pon tosabb  f e l í r á s a i t  i s ,  t á ­
v o lab b i pontok p o te n c iá d ja in a k  f ig y e le m b e v é te lé v e l .
J a v í th a t ju k  a p o n to ssá g o t úgy i s ,  hogy a / 8 /  é s  / 9 /  e g y e n le te k  
jo b b o ld a lá n  á l l é  -  и é r t é k e i t  d i s z k r é t  pontokban  ta r ta lm a z ó  -  
k i f e j e z é s t  ( u^) a v i z s g á l t  P p o n tb e l i  L a p la c e -o p e rá lt  
egy függvényének t e k i n t j ü k :
( / 8 /  é s  / 9 /  e s e té n  u^ = A  u^)
Mivel a L ap lace e g y e n le t  s z e r in t  AU^O j k ö v e tk e z ik , hogy
Up — F  (a Up) А О /
u'p = П о ) A l /
i l l e t v e  P o isson  e g y e n le tn é l  A U p = f p  s ig y
u*P = F  (fP) / 12/
Az P függvény k o n k ré t  a la k j a ,  és ig y  А 1 /  é s  / 1 2 /  r é s z l e t e s  
f e l í r á s a  a d ip lo m ate rv b en  s z e r e p e l .
_ 14C _
V é g e r e d m é n y b e n  a z  e d d i g i  e g y e n l e t e k e t  m in d e n  c s o m ó p o n t r a  f e l ­
í r v a  l i n e á r i s  e g y e n l e t r e n d s z e r t  k a p u n k ,  m e ly b e n  a  c s o m ó p o n t i  
p o t e n c i á l é r t é k e k  a z  i s m e r e t l e n e k .
b .  /  H a t á r f e l t é t e l e k  é r v é n y e s í t é s e
b e g e g y s z e r ü b b  a  p e r e m f e l t é t e l e k e t  k i e l é g í t e n i ,  h a  ú g y  s i k e r ü l  
f e l v e n n i  a  h á l ó t ,  h o g y  a  p e r e m g ö r b e  r á c s p o n t o k o n  h a l a d  k e r e s z ­
t ü l .  E z  e s e t b e n  a  p e r e m h e z  t a r t o z ó  c s o m ó p o n t o k  p o t e n c i á l j a i  a z  
e g y e n l e t e k b e n  m in t  i s m e r t  m e n n y i s é g e k  s z e r e p e l n e k .  ( D i r l c h l e t  
p r o b l é m a . )
Á t  k e l l  a l a k í t a n i  a z o n b a n  a  / 8 / ,  / 9 /  k i f e j e z é s e k e t ,  h a  a  h a t á r ­
k ő
g ö r b e  m e t s z i  a  l á t ó  v o n a l a i t ,  é s  h a  k e r ü l e t m e n t i  é r t é k e i
a d o t t a k  ( l d .  a  d o l g o z a t o t ) .
c .  /  E g y e n l e t r e n d s z a r _ a e g o l d á s a _
I g e n  á l t a l á n o s  f e l t é t e l e k  m e l l e t t  b e b i z o n y í t h a t ó  ( l á s d  [ 5 1 ) ,  
h o g y  a z  e m l í t e t t  m ódon  f e l i r t  e g y e n l e t r e n d s z e r n e k  l é t e z i k  e g y e t ­
l e n  m e g o l d á s a .  É h n e k  m e g t a l á l á s a  a z o n b a n  s z á m í t á s t e c h n i k a i l a g  
n e h é z s é g e t  j e l e n t .  U g y a n i s  a  p o n t o s s á g  f o k o z á s a  é r d e k é b e n  a  
r á c s t á v o l s á g o t  c é l s z e r ű  m i n é l  k i s e b b r e  v á l a s z t a n i  ( a z  e l k ö v e ­
t e t t  h i b a  h  m a g a s a b b  h a t v á n y a i v a l  -  2 , 4 , 6 ,  -  a r á n y o s ) ,  am i 
a  r á c s p o n t o k  n ö v e k e d é s é t  j e l e n t i .  De e z t  k ö v e t e l i  a  h a t á r g ö r b e  
j ó  m e g k ö z e l í t é s e  i s .  í g y  v é g e r e d m é n y b e n  a z  i s m e r e t l e n e k  s z á m a  
n a g y o n  m e g s z a p o r o d i k ,  n e m r i t k á n  e l é r i  a z  e z r e s  n a g y s á g r e n d e t .
Ha a ta rtom ány  nagyon eg y sze rű  (n é g y z e t, t é g la la p )  az e g y e n le t­
r e n d s z e r  e g y ü tth a tó m á tr ix a  sz im m etrikus é s  ez le h e tő v é  t e h e t i  
-  a s p e c i a l i t á s t  k ih a s z n á lv a  -  nagy ism e re tle n -sz á m  e s e té n  i s  
a sz im u ltán  e g y e n le tm e g o ld á s t. íg y  v is z o n t  éppen a m ódszer le g ­
nagyobb e lő n y é t -  hogy a h a tá rg ö rb e  a la k ja  t e t s z ő le g e s  le h e t  -  
nem tu d ju k  k ih a s z n á ln i .
E z é rt s z in te  valam ennyi g y a k o r la t i la g  szóbajövő  e s e tb e n  az egyen­
l e t r e n d s z e r  m egoldására  i t e r á c i ó s  m ódszereket c é ls z e r ű  h a s z n á ln i .  
Ehhez e lő s z ö r  az i s m e re t le n  p o te n c iá lo k ra  k i in d u ló  é r té k e k e t  ve­
szünk f e l .  B e b iz o n y íth a tó , hogy ez t e t s z é s  s z e r i n t  t ö r t é n h e t ,  de 
a  módszer sokkal gyorsabban  k o n v e rg á l, ha a m egoldáshoz k ö ze le ső  
é r té k e k e t  s ik e r ü l  f e l v e n n i .  E zért c é ls z e r ű  e lő s z ö r  egy nagy 
rá c s tá v o ls á g u  háló  p o n t ja ib a n  sz im u ltán  e g y e n le tm e g o ld á ssa l meg­
h a tá ro z n i  a p o te n c iá lé r té k e k e t  (kevés i s m e r e t le n ) .  E zután  p l .  a 
r á c s tá v o ls á g o k  f e le z é s é v e l  á t té rü n k  egy finom abb h á ló r a ,  amely­
nek p o n tja ib a n  i t e r á c i ó v a l  f o ly t a t j u k  az e g y e n le tre n d s z e r  megol­
d á s á t .  Az á t t é r é s k o r  szü k sé g e s  ú jabb k i in d u ló  é r té k e k e t  a már 
m eglevőkből in te r p o lá c ió v a l  h a tá ro z h a t ju k  meg.
Az egy szerű  i t e r á c i ó s  m ódszerek (G a u ss- , J a c o b i-m ódszer) a  je le n  
p rob lém ára  a lkalm azva á l t a lá b a n  k i s  k o n v e rg e n c ia se b e ssé g e t ad­
n a k . U gyanis a k o n v e rg e n c ia  g y o rsa sá g á ra  je lle m z ő  az egym ásutáni 
i t e r á c i ó k  különbségének  hányadosa:
-  ]Л2
amely a z t  m u ta tja , hogy m ilyen gyorsan  csökkennek a h ibák  u 
é r té k e  a  k -a d ik  i t e r á c i ó b a n ) .  ^ h a tá r é r t é k e ,a  h a tá ra rá n y ,
L a p lace  e g y e n le t é s  t é g l a l a p  ta r to m á n y  e se té b e n  ([5 ] s z e r i n t ) :
Nem t é g l a l a p  ta r to m á n y  e s e té n  ^  - t  o lyan  t é g l a la p r a  szám ít­
h a t ju k ,  amely magában f o g l a l j a  az i l l e t ő  ta r to m á n y t -  Íg y  a ha­
t á r a r á n y r a  va lam iv e l k ed v ező tlen eb b  é r t é k e t  kapunk.
R é s  S n ö v e lé sé v e l ( a  csomópontok számának n ö v e lé sé v e l)  Áj, 
ig en  e rő se n  t a r t  az egység h ez , Íg y  a h ib ák  la s s a n  csökkennek.
A k o n v e rg e n c ia se b e ssé g  hatékonyan n ö v e lh e tő  a s z u k c e s s z ív  h ip e r -
r e la x á c ió  m ódszerével ( l á s d  [ 5 J ) .  E m ódszer a lka lm azásako r
(k)-  úgy m in t a G auss-m ódszérnél -  e lő s z ö r  m eghatározzuk u é r ­
t é k é t ,  de a to v áb b i s z á m ítá s  szám ára nem e s t  t a r t j u k  meg, ha­
nem u -nak  egy r e l a x á l t  é r té k é t :
I t t  az LJ r e l a x á c ió s  tényező  é r té k é r e  : t ^  2 .  ( (J a 1
e s e t e  a G auss-m ódszert a d j a ) .  Young d o lg o z a ta  [5 ]  a la p já n  a 
r e l a x á c ió s  tényező  o p t im á l is  é r t é k é t  a következő  k i f e j e z é s  
a d ja :
/1 3 /
I t t  ha  a é s  b a t é g l a la p  o ld a la i  ? S •
(*) , ,i (*-d
“r e l a x á l t  m U U  U /1 4 /
А 5 /
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a h o l a Л», h a tá ra rá n y  /1 3 /-Ь 6 1  sz á m íth a tó . Young k im u ta t ja  
a z t  i s ,  hogy h) f e lü lb e c s ü lé s e  -  ami \  p o n ta t la n  szám í­
tá s á b ó l  adódhat, nem t é g l a l a p  tarto m án y  e se té n  -  lén y eg esen  nem 
c s ö k k e n ti  a k o n v e rg e n c ia se b e ssé g e t.
d . /  H ib ab ecslés
A m ódszer a lk a lm azásak o r h ib á t  három ok m ia tt  k ö v e th e tü n k  é l t
1 .  a  d i f f e r e n c iá le g y e n le te t  d i f f e r e n c ia e g y e n le t t e l  h e l y e t t e s í ­
t e t t ü k .  G lo b á lisa n  az egész  ta r to m á n y ra  vonatkozóan megbe­
c s ü lh e t jü k  a z t  a h i b á t ,  am elynél m indegyik csom óponti p o - 
t e n c i á l é r t é k  h ib á ja  k ise b b  le s z  ( l á s d  [3 ] ) .  E c é lb ó l  a t a r ­
tom ányt b e fo g la ló  e l l i p s z i s  t e n g e ly e i t  ( t , s )  k e l l  is m e rn i .  
Ezekkel a h ib a  a k é td im e n z ió s  e s e t r e :
I t t  az u(xy) függvény negyed ik  d e r i v á l t j a i  a b sz o lú t
é rté k én e k  maximuma a v i z s g á l t  ta rtom ányban . M int i l y e n ,  e lő ­
r e  nem is m e re te s ,  de u k i s z á m íto t t  csom ópon tbeli é r té k e i  
a la p já n  m eghatározható  Í 2 ] :
Szám ológépeknél ig en  egyszerűen  fe lh a s z n á lh a tó  h ib a b e c s lé s re  
é s  k o r re k c ió ra  R ichardson  módszere f4 ] . M egoldjuk a d i f f e r e n -
^ Mk((útf Щ ) 1) Sl t1
2 k W T P ]
+ 6 u ( x . y . z )  -  k u  (х-дх, y,zj + и (х-2дх,y . z ) J
c ia  e g y e n le te k e t  2h r á c s tá v o la á g g a l ,  ( U2h ) és h r á c s -  
té v o ls á g g a l  ( U),). Ha f e l t e h e t j ü k ,  hogy a h ib a  h va lam ilyen  
h a tv á n y á v a l (n) a rá n y o s , az e m l í t e t t  m ódszer s z e r in t  a h ib a  
n a g y ság á ra
adódik  és  m ivel ez e l ő j e l e s  m ennyiség, v e le  a  k o rre k c ió  i s  e l ­
v égezhe tő  ( p l .  n = 2 e s e tb e n ) :
2 . Hiba szárm az ik  a b b ó l, hogy a görbevonalu  h a t á r t  s z ö g le te s  ha­
t á r r a l  h e l y e t t e s í t j ü k ,  i l l e t v e  a v a ló sá g o s  h a tá rp o n tp o te n c iá ­
lo k a t  a csom ópontokra i n te r p o lá l j u k .  Éhnek az in te rp o lá c ió n a k  
a h ibaokozó  h a tá s á t  ig e n  nehéz b e c s ü ln i ,  és lényegében  csak 
az a  kézen fekvő  m e g á lla p i tá s  t e h e tő ,  hogy a r á c s  f in o m ítá sa  
(a  h a tá rg ö rb e  jobb m e g k ö z e líté se  m ia tt)  e rő se n  c sö k k e n ti  az 
Íg y  adódó h ib á t .
3 . Ha az e g y e n le te k e t  nem sz im u ltá n  módon o ld ju k  meg, az i t e r á c i ó  
ú jabb  h ib á t  hoz b e . A h ib a  nagysága pon to san  nehezen b e c sü lh e ­
t ő ,  e z é r t  a z t  az u t a t  k ö v e th e t jü k , hogy a
2"-1
I <k > ( * ' " l  i lт о *  I U  -  Ui I =  H
vagy
és <í f e l t é t e l e k  t e l j e s ü l é s e  e s e té n  f e je z ő d ik  be az i t e ­
r á c ió  ( J  e lő re  m egadott h ib a h a tá r ) .
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F e n tie k  a la p já n  a s z á m ítá s t  a szám ológép a  következő  séma sz e ­
r i n t  v é g z i:
-1 4 6  -
4 »  M o n t e - C a r l ó  m ó d s z e r .
I s m e r e t e s ,  h o g y  l i n e á r i s  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e k  p e r e m é r t é k f e l a d a -  
t a l n a k  n u m e r i k u s  m e g o l d á s á r a  e l ő n y ö s e n  a l k a l m a z h a t ó  a  p r o b lé m a  
▼ a l ó s z l n í l s é g s z á m l t á s l  m o d e l l j e ,  I l l e t v e  a n n a k  k í s é r l e t i  v i z s g á l a ­
t a .
T e k i n t s ü k  a  v i z s g á l t  t a r t o m á n y  k o o r d l n á t a v o n a l a k b ó l  á l l ó  h á l ó z a t á t .  
T e t s z ő l e g e s  c s o m ó p o n t b a n  m e g k a p h a t j u k  a  p o t e n c i á l  é r t é k é t  
( D l r l c h l e t  p r o b lé m a  e s e t é n )  a  k ö v e t k e z ő k é p p e n .  A v i z s g á l t  b e l s ő  
p o n t b ó l  ( P )  b o l y o n g á s o k a t  I n d í t u n k ,  a m e ly e k  v a l a m e l y  h a t á r ­
p o n t b a n  v é g z ő d n e k .  A b o l y o n g á s o k a t  ú g y  v é g e z z ü k ,  h o g y  m in d e n  p o n t ­
b ó l  a  s z o m s z é d o s  p o n t o k  m i n d e g y i k é b e  e g y e n l ő  v a l ó s z í n ű s é g g e l  j u s ­
s u n k  e l .  A n n a k  a  v a l ó s z í n ű s é g e ,  h o g y  P - b ő l  é p p e n  a  h a t á r o n  l e v ő  
Q ^ -b e  j u t o t t u n k ,  l e g y e n  p ^ ( P Q ^ ) .  A k é r d é s e s  p o t e n c i á l  e k k o r  a z
h a t á r p o n t p o t e n c i á l o k  p ^  v a l ó s z í n ű s é g e k k e l  s ú l y o z o t t  k ö z e p e i
A s z á m o l ó g é p p e l  a  b o l y o n g á s o k a t  s z i m u l á l j u k  é s  а  р ^ ( Р ^ )  v a l ó ­
s z í n ű s é g e k e t  a  P - b ő l  I n d u l ó  é s  Q ^ -b e n  v é g z ő d ő  b o l y o n g á s o k  r e ­
l a t í v  g y a k o r i s á g á v a l  h e l y e t t e s í t j ü k .  H a I  b o l y o n g á s  k ö z ü l  
v é g z ő d i k  Q ^ - b e n ,  a k k o r  n a g y  N - e k r e t
UlP)-t p,[PQ,)Ui
1=1
/ 1 6 /
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A szükséges  bolyongások szám át (N) n y ilv á n  a r e l a t i v  p o n to ssá g
( á ) b e fo ly á s o l ja  ( l á s d  [6] ) :
2
АУ I*. 9 Uimot 
á 2
aho l Ui mo* a h a tá rp o n to k  p o te n c iá l já n a k  m axim ális é r t é k e .
A g y a k o r la t i la g  szükséges pon tosságok  e lé ré s é h e z  i s  már e lé g  sok 
b o ly o n g ás t k e l l  s z im u lá ln i ,  Íg y  a m ódszer akkor a lk a lm a z h a tó  e lő ­
nyösen , ha k i t ü n t e t e t t  pontokban k e l l  a  p o te n c iá l  é r t é k é t  megha­
tá r o z n i  .
A Pj^CPQi) v a ló sz ín ű sé g e k  n y ilv á n  nem függnek U ^ - tő l ,  Így  
a d o tt  ta rto m án y  e se té n  e lő r e  k isz á m íth a tó k . Ezek ism e re té b e n  b á r­
m ilyen perem ponti p o te n c iá le lo s z tá s r a  u(P) é r té k e  könnyen meg­
h a tá ro z h a tó ,  m ert csak a / 1 6 /  a l a t t i  ö s s z e g e z é s t  k e l l  e lv é g e z n i.  
(E zze l tu la jd o n k ép p en  a ta rto m án y  a la k já r a  és  az U^(Q^) függ­
vényre vonatkozó p e r e m f e l té t e l t  egym ástól fü g g e t le n ü l  l e h e t  é r ­
v é n y e s í te n i . )
E lk é s z í th e tő  egy o lyan  program , amelynek s e g í t s é g é v e l  bárm ilyen  
D i r ic h le t  t ip u s u  problém a tá r g y a lh a tó .  A v é le t le n s z e r ű  továbbha­
lad ásh o z  a szám generá to r a 0 — X — i számkö?ben e g y e n le te s  
e lo s z lá s ú  v é le t le n  szám okat p ro d u k á l. Ha minden h a to d - in te r v a l ­
lumhoz egy to v á b b h a la d á s i i r á n y t  re n d e lü n k , v é le t le n s z e r ű e n  ju ­
tunk  tovább  minden csom ópontból.
-  14в
A v é le t le n  szám ot g e n e rá ló  program  s z e rk e s z té s e k o r  ügyel 
n i  k e l l  a r r a ,  hogy a  v é le t le n  szám is m é tlő d é s t  p e r ió d u s a  
lén y eg esen  nagyobb le g y e n , m int az egyes bolyongások 
a l a t t  m eg te tt lé p é s e k  m axim ális szám a.
Egy b o ly o n g ást ezek u tán  úgy sz im u lá lu n k , hogy a t a r t o ­
mány c so m ó p o n tja it v a lahogy  megszámozzuk ( p l .  s o r f o ly to -  
nosan) é s  a v i z s g á l t  b e lső  pon t (P) so rszám ából k i in d u l ­
va a  v é le t le n  szám éppen a k tu á l i s  é r té k e  s z e r i n t  lépünk  
a szom szédos pon tok  v a la m e ly ik éb e .
A k i in d u lá s i  p o n t sorszám án és a r e l a t i v  pon tosságon  
( cT) k ív ü l  a bem enőadatok a pontokhoz t a r to z ó  p o te n c i á l -  
é r té k e k !
-  a h a tá rp o n to k h o z  az a d o ttak !
-  az ö s s z e s  tö b b ih e z  p e d ig  egy o ly an  ( te t s z ő le g e s )  é r té k  
am ely nem s z e r e p e l  U^-k k ö z ö tt  (V) .
A program  v á z la tá b a n  s z e re p lő  egyéb J e lö lé s e k !
P * a  v i z s g á l t  p o n t sorszám a
К = a  pontok  sorszám a
C1 “ U^-bo végződő bolyongások száma 
n = m eg te tt bolyongások szám a.
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Ö s s z e fo g la lá s «
A szám ológéppel tö r té n ő  té r s z á m itá s o k  szem pon tjábó l szóbajövő  
e l já rá s o k  t e h á t  a la p v e tő e n  k é t f é lé k :  a n a l i t i k u s  é s  v éges  d i f f e ­
r e n c ia  m ódszerek* Az e lő b b ie k  e se té b e n  a  m egoldást j e l e n t ő  függ­
vényt a n a l i t i k u s  függvényekkel k i f e j e z v e  kap juk  meg, mig a  máso­
d ik n á l v é g es  d if f e re n c ia e g y e n le te k  s e g í t s é g é v e l ,  am elyek a megol­
d á s t a t é r  k i j e l ö l t  p o n t ja ib a n  num erikus eredmény fo rm ájában  
s z o l g á l t a t j á k .  Ebből k ö v e tk e z ik , hogy ez u tó b b i e s e tb e n  b á r a 
num erikus eredm ényt m egkapjuk, á l ta lá n o s a b b  k ö v e tk e z te té s e k  le v o ­
nása  tö b b n y ir e  nem l e h e t s é g e s .  A n a l i t ik u s  tá r g y a lá s n á l  á l ta lá b a n  
á t t e k in th e tő  a  p a ra m é te re k  v á lto z á sá n a k  h a tá s a ,  az eredmények 
ped ig  f e lh a s z n á lh a tó k  h a so n ló  f e la d a to k  t á r g y a lá s á r a ,  eg y sze rű ­
s í t é s i  le h e tő s é g e k re  u ta lh a tn a k .  M indezek k ö v e tk e z té b e n  a  p rob­
lémakör m élyebb is m e re té r e  v e z e tn e k ; mig a véges d i f f e r e n c ia  
módszerek á l ta lá b a n  c sak  a  k o n k ré t p ro b lém át o ld já k  meg. Ehhez 
j á r u l  még, hogy az u tó b b i  módszerek e s e té b e n  a h ib a b e c s lé s ,  a 
k o n v e rg en c ia  és  a m egoldás s t a b i l i t á s á n a k  k é rd é s e i  még e lé g  k i ­
d o lg o z a tla n o k , a n a l i t i k u s  m ódszereknél p e d ig  a m egoldás p o n to s­
sága á l t a l á b a n  t e t s z ő le g e s  és e lő re  m egadható.
Mindezek m e l l e t t  van egy  szem pont, am ely  a d i f f e re n c ia e g y e n le te k  
m ódszerét e lő té r b e  h e ly e z i .  N evezetesen  a z ,  hogy mig az a n a l i t i ­
kus m ódszerek s p e c i á l i s  f e la d a t t íp u s o k r a  a d h a tó k , a  v éges  d i f f e ­
re n c ia e g y e n le te k  m ódszeréve l csaknem valam ennyi problém a t á r ­
g y a lh a tó , i l l e t v e  csak  te c h n ik a i  f e l t é t e l e k  ( i d ő ,  m em óriakapa-
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o l t á s )  k o r lá to z z á k  a  m egoldható f e la d a to k  k ö r é t .
Iroda lom :
[l] Sim onyi: E lm é le ti  V illa m o ssá g ta n , Tankönyvkiadó, I9 6 0 .
[23 B o ast: V ector F ie ld ,H a rp e r  and Row P u b l is h e r s .
[3] K an to ro v ic s  K rülov: A fe ls ő b b  a n a l í z i s  k ö z e l i tő  m ó d szere i. 
Akadémiai K iadó, 1953.
M  B erez in  Z s ltk o v : Metodii v ü c s is z le n y i j  2 . r é s z .  Moszkva, 1961
[5] Young: I t e r a t i v e  Methods f o r  S o lv in g  P a r t i a l  D iffe re n c e
E quation  o f  E l l i p t i c  Type. T ra n s . Amer. M ath .Soc. 
1954.
[6] B uszlenkó: M onte-Car16 m ódszerek. Ifiiszaki K önyvkiadó, 1965.
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The p ap e r d e s c r ib e e  on b a s is  o f th e  t h e s i s  p re p a re d  w ith  th e  
Computing C en tre  n u m erica l methods w hich can be used  t o  th e  b e s t 
advan tage  t o  th e  s o lu t io n  on com puters o f  problem s o f  c a lc u la t io i  
o f  e l e c t r i c  and m agnetic  f i e l d s .  V arious form s o f b a s ic  space 
e q u a tio n s  d e s c r ib in g  th e  f i e l d s ,  a s  w e ll  a s  th re e  a v a i l a b le  
m ethods o f  s o lu t io n  a re  o u t l in e d ;  s e r i a l  developm ent, d i f f e r e n c e  
e q u a tio n s  and Monte C arlo  m ethods. B eside  th e  expounding o f  
m ath em atica l p ro ce d u re s  s p e c ia l  com puter a p p l ic a t io n  problem s 
a re  d e a l t  w ith  and program s f o r  com puta tion  eure g iv e n .
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S z t o c h a s z t i k u s  f o l y a m a t o k  r e g u l a r l t á s a  
A r a t ó  M á t y á s
1 .  Az f - r e g ü l  a r l t á s  f o g a l m a
A s z t o c h a s z t i k u s  f o l y a m a t o k  e l m é l e t é b e n  az u t ó b b i  t i z  é v b e n  
f o n t o s  s z e r e p e t  j á t s z a n a k  a z  u n .  r e g u l a r i t á s i  f o g a l m a k ,  m e­
l y e k  a r r ó l  a d n a k  f e l v i l á g o s í t á s t ,  h o g y  a z  a d o t t  f o l y a m a t  
m e n n y ir e  t e k i n t h e t ő  f ü g g e t l e n n e k ,  i l l .  m i l y e n  " t á v o l "  v a n n a k  
a  f ü g g e t l e n s é g t ő l  a  m ú l t  é s  j ö v ő  e r e d m é n y e i .  A l e g e g y s z e r ű b b  
r e g u l a r i t á s i  f o g a l o m  a  0 - 1  t ö r v é n y  s e g í t s é g é v e l  a d h a t ó  m e g .
A { » , { " -  ° |  í 2 < •• }  * o l y e « a t  ( » ,  U ,
v á l t o z ó i  á l t a l  g e n e r á l t  l e g k i s e b b  CT - a l g e b r á t  Yt i ,  - e l
j e l ö l v e  ( a h o l  n  é s  m a  + o o  é r t é k e k e t  i s  f e l v e h e t i k )  a  
f o l y a m a t o t  r e g u l á r i s n a k  n e v e z z ü k ,  h a
L < .  -  m
a h o l  Ï Ï  -  ( Ö ) , ß }  a z  u n .  t r i v i á l i s  C  - a l g e b r a ,  a z a z  a  
f o l y a m a t r a  f e n n á l l  a  0 - 1  t ö r v é n y .  F ü g g e t l e n  s o r o z a t o k  
e g y b e n  r e g u l á r i s a k  i s  K o lm o g o r o v  t é t e l e  s z e r i n t .
S t a c i o n á r i u s  f o l y a m a t o k  ( t á g a b b  é r t e l e m b e n )  e s e t é n  s z o k á s  
l i n e á r i s  r e g u l a r i t á s r ó l  b e s z é l n i ,  m e ly e n  a  k ö v e t k e z ő t  é r t j ü k .  
J e l ö l j e  a  Q ( M ,  v á l t o z ó k  á l t a l  g e n e r á l t  H i l b e r t -
t e r e t  (  M £ ( t )  =  0 ,  0?Ç(k)  — 6 ^ < ° ° )  .  a  Ç[k)  f o l y a m a t  l i n e á r i s a n  
r e g u l á r i s ,  h a
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Г \  W_nœ =  0  / 2 /
h= -оо
S t a c i o n á r i u s  s o r o z a t o k r a  a z  / 1 /  r e g u l a r i t á s b ó l  k ö v e t k e z i k  a 
/ 2 /  r é g u l a r i t é s .  ( L á s d  p l .  R o z a n o v  [ l ]  2 4 - 5 - 2 4 S . )  G a u s s - f o -  
l y a m a t o k  e s e t é n  a k é t  r e g ü l a r i t á s  e k v i v a l e n s .  K ö n n y ű  m egm u­
t a t n i ,  h o g y  s t a c i o n á r i u s  s o r o z a t o k r a  / 1 /  a  k ö v e t k e z ő  f e l t é ­
t e l l e l  h e l y e t t e s í t h e t ő  ( V i n o k u r o v  t é t e l e ) :
sup lP(AB)~ P(A)P(B)\-+ 0 hon*-со / 3 /
( l á s d  p l .  R o z a n o v  [ l ]  2 4 - 7 . 0 . )
A / 3 /  a lakban  m egadott r e g u l a r i t á s i  f e l t é t e l  a la p já n  é r t h e tő ,  
hogy f e lv e tő d ik  a
SUfL -  l P l A B ) - P ( A ) P ( B f c M
A 6 K»lT
8 e ^
a l a k ú  r e g u l a r i t á s  a z  u n .  t e l j e s  r é g u l a r i t é s  f o g a lm á n a k  b e v e ­
z e t é s e .  A / 4 - /  a l a k ú  f e l t é t e l t  M .R o s e n b l a t t  v e z e t t e  b e  1 9 5 6 -  
b a n  [ l 3  s  e r ő s  k e v e r é s i  f e l t é t e l n e k  n e v e z t e .  É h n e k  a  f o g a ­
lo m n a k  a  t a n u l m á n y o z á s a  é s  h a s z n o s s á g á n a k  v i z s g á l a t a  s z e r e ­
p e l  V o l k o n s z k i j  é s  R o z a n o v ,  v a l a m i n t  K o lm o g o r o v - R o z a n o v  c i k ­
k e i b e n .  T ö b b e k  k ö z ö t t  b e b i z o n y í t o t t á k ,  h o g y  h a  ) = 8 f c )
j e l ö l i  a  z á r ó j e l b e n  l é v ő  Cf - a l g e b r á k  m a x im á l  k o r r e l á c i ó j á t ,
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akkor G auss fo ly am ato k ra
Ы ( Т ) ^  § ( T )  ^  2 Ï Ï « { 7 )  / 5 /
Az e g y e n le te s  t e l j e s  r é g u l a r i t é s
SUDДел?
В6
1рМ-Р(А)Р(В)1
W )
ï ( t j  -><*>,/х>Т-а> / 6/
fogalm a ig e n  e rő s  f e l t é t e l t  j e l e n t ,  m ivel Gauss fo ly am ato k  
e se té n  m -fü g g e tle n sé g e t j e l e n t  ( l á s d  p l .  Ib ra h im o v -L in n ik  
könyvét 5 9 6 .o l d . ) .  / 4 / - n é l  e rő sebb  r é g u l a r i t é s  a  Kolmogorov 
á l t a l  j a v a s o l t  e rő s  r é g u l a r i t é s ,  melynek d e f in íc ió ja s
(?)Var [ P ( c j  - £ œ.0jX PrTi00]
-  (МГ) - *  0
Ce3Æ°x«L“
tt]=MVor[PiAm:j -Рк)У П/
A é
ha  T — cd
Ahol P j e l ö l i  az e r e d e t i  m érték e t ?[.<»,c3 * Pcr.oa) , p ed ig  
az m 0^  i l l .  "Ш т (5 -a lg e b rá k o n  é r te lm e z e t t  P m érté ­
kek ( m a r g in á l i s  e lo s z lá s o k )  d i r e k t  s z o r z a tá t .  N y ilv á n v a ló , 
hogy оЦТ) ^  / 3 ( 0  .
A / 7 /  v a r i á c ió s  tá v o ls á g g a l  é r te lm e z e t t  e rő s  r e g u l a r i t á s ,  va­
la m in t az
(ß) 1(Ш^Ш") = Мр1одр = U t) — о, Ло T-со  /8/
in fo rm á c ió s  r e g u l a r i t á s  i s  s p e c i á l i s  e s e t e i  a C s is z á r  Im re 
á l t a l  b e v e z e te t t  f - e l t é r é s e k e n  a la p u ló  r e g u la r i tá s n a k  ( lá s d  
C s is z á r  C l l ) , m elyet a lá b b  d e f in iá lu n k .
/
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Legyen és  р г k é t  v a ló s z in ü s é g i  m érték  az [Q., UL)
m érhető t é r e n ,  melyek a b sz o lú t fo ly to n o s a k  a ^  m érték re  
n ézv e . A Я . . Л  -m értékek  f - e l t é r é s é n e k  (ah o l f ( x )  egy
te t s z ő le g e s  konvex függvény) az
( f b . / j J — f P i M  f  { p z (x) )  ^  / 9 /
m ennyiséget nevezzük , ahol
A (i=U)Mcfx)  '
a J U j  -m érték ek  A ( (5 -v ég es) m érték re  vonatkozó Radon- 
Nikodym d e r i v á l t j a i .
D e f in ic ió .  Legyen /A = P  é s  ,Mi“ ^oo.ojX ^гг.ш) a  k é t
m érték az TÛ _co X Tßl™ ^  - a lg e b r á n . A fo ly a m a to t
f - r e g u lá r is n a k  mondjuk, ha
■QO-  f U )  . 7 -
Könnyű b e l á t n i ,  hogy f{ x ) = j x - 1 ] e s e té n
Л 0 /
t e h á t  a Kolmogorov f é l e  e rő s  r e g ü l á r i t á s  a d ó d ik .
Az in fo rm á c ió s  r é g u l a r i t é s  az f - r e g u l .a r i t á s  s p e c i á l i s  e s e t e ,  
ha f ( x )  = X lo g  X
-1 5 6
ha / i ,  •áz/Jt , egyébkén t I ( T )  = +o0
A R ényi á l t a l  b e v e z e te t t  o(. -a d re n d ü  I - d iv e r g e n c la  a la p já n  
b e s z é lh e tü n k  cX -ad ren d ü  r e g u l a r i t á s r ó l ,  ha e z a l a t t  a z t  é r t ­
jü k , hogy
ha Г - ®  A W
— Ц - t o  t l / J . Ä . ' T J - O  ( « » ! ) ,  /И  T — CD / 1 1 Ь /
L ényeges m egjegyezni, hogy CX - r e g u l a r i t á s r ó l  oC-*l e se té n  
m ind ig  b e sz é lh e tü n k , k iv é v e , ha  (azaz  a k é t  m érték
s z i n g u l á r i s ) .
X* - r e g u l a r i t á s r ó l  beszé lü n k  f ( x )  * (x-1 ) ^ vagy f ( x )  = x^-1  
e s e t é n .
2» Az f - r e g u la r l t á s o k  v iszo n y án ak  v iz s g á la ta
Ebben a  pontban m egm utatjuk, hogy sz ig o rú an  konvex (a z  x » 1 
p o n tb an ) f ( x )  függvény e s e té n  az  f - r e g u l a r i t á s  maga u tán  
v o n ja  az e rő s  r e g u l a r i t á s t .  Az f ( x )  függvény az xQ pontban 
s z ig o rú a n  konvex, ha az xQ p o n t e g y e tlen  k ö rn y ez e té b e n  sem 
l i n e á r i s .
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2 . 1 . T é te l .  Ha az f ( x )  konvex függvény x= l -b en  sz ig o rú an
konvex, akkor az f - r e g u l a r i t á s b ó l  k ö v e tk ez ik  az e rő s  r é g u la ­
r i t é s .  P on tosabban , m egadható o lyan  v) fü g g v én y , hogy 
V J 0 e se té n  és
/ 12/
Ha f  ( l ) > 0 ^ 0  , akkor e lé g  k i s  6  - r a  f d
Ha f ( u О >• О , h a  \ u — i \ < f о , akkor á  ^  - у - г /
e s e té n  ig a z ,  hogy
/3(r)^C'íd , ha J f á^  -§-re /1 3/
A t é t e l  b iz o n y ítá s a  k ö z v e tle n ü l  k ö v e tk e z ik  C s is z á r  d o lg o z a tá ­
nak 2 .1 . t é t e l é b ő l  é s  p i  m eg fe le lő  h e l y e t t e s í t é s é v e l .
M egjegyzés. A b e c s lé sb en  s z e re p lő  C k o n s ta n s  v e h e tő  f f  -nak  
de m in im ális  é r té k e  a d o t t  f ( x )  e se té n  m eg h a tá ro z h a tó . P l . :  
f ( x ) = x  lo g  X e se té n  Cm< w = (~2 ( v . ö .  V o lk o n szk ij é s  Rozanov
ered m én y év e l).
2 . 2 . T é te l .  Ha a lim  f [ x )  á s -A im  f ( x) h a tá r é r té k e k  végesek és
f ( x )  sz ig o rú a n  konvex az 1 . p o n tb an , akkor az e rő s  r e g u l a r i t á s -  
b ó l k ö v e tk e z ik  az f - r e g u l a r i t á s .  Pontosabban
1 , ^ , . » , . ? ) *  f W * c , f f î r 5 A á /
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ahol csak  az f - fü g g v é n y tő l  fü g g .
A t é t e l  b iz o n y í tá s a  k ö v e tk e z ik  C s is z á r  2 . 2 .  t é t e l é b ő l .
M egjegyzés. Az in fo rm á c ió s  r e g ü l a r i t á s b ó l , az d. -ad ren d ü  r e g u -  
l a r i t á s b ó l  (h a  t* > l)  , v a lam in t а X* r e g ü l a r i t á s b ó l  k ö v e tk e z ik  
az e rő s  r é g u l a r i t é s , ,  azonban az á l l í t á s  m e g fo rd ítá sa  nem ig a z .
J e lö l j e  JU,rM  a b s z o lú t  fo ly to n o s  i l l .  s z in g u lá r i s  r é s z é t  a 
Mzx m é rté k re  nézve ptxlT)  i l l .  / j2r (T) . A juttM  a b s z o lú t
f o ly to n o s ,  i l l e t v e  s z in g u lá r i s  r é s z é t  - r a  nézve j e l ö l j e
MnM n i .  /и'ххСс) .
На
M,r(dx)
Mir(dx) P r M
jun (dx)
и, x(dx)
akkor
/3(Т) - V ü r ( j j iX - J U x x j ^ / j ' i r í ^  + M H - f k M l  -  /1 5 /
=  >ürt(ü)+ M M - p TW| •
2 .5 .T é t e l .  ( V o lk o n szk ij-R o zan o v ). Az e rő s  r é g u l a r i t é s  szükséges 
és e lé g s é g e s  f e l t é t e l e  az
a /  l i m f J i vagy b /  lim JUtr (Q.) =  0
î - » e e  T - * qo
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f e l t é t e l e k  e g y i k é n e k  a  t e l j e s ü l é s e  é s  a  f o l y a m a t  r e g u l a r i t á s a .  
U g y a n c s a k  h a s z n o s  a  k ö v e t k e z ő  á l l í t á s .
2 . 4 . T é t e l .  ( V o l k o n s z k i j - R o z a n o v ) .  Az e r ő s  r é g u l a r i t é s  s z ü k s é g e s  
é s  e l é g s é g e s  f e l t é t e l e  a z
a /  p r M  - ~ i , h o  Г -*<x> (p u ,a tr in t)  ь /  f r l X )  - » í ,  h o  T-*a> я * ' “ 1)
s z t o c h a s z t i k u s  k o n v e r g e n c i á k  e g y i k é n e k  a  f e n n á l l á s a .
A 2 . 3 . t é t e l  k ö z v e t l e n  k ö v e t k e z m é n y e ,  h o g y  r e g u l á r i s  f o l y a m a t  
e s e t é n  a  f o l y a m a t  e g y b e n  e r ő s e n  r e g u l á r i s ,  h a  v a l a m i l y e n  T  - r a  
/ i « r  é s  J J ix  e g y i k e  a b s z o l ú t  f o l y t o n o s  a  m á s i k r a  n é z v e .
E z  t e l j e s ü l  p l .  h a  a z
I(T) < QO
f e l t é t e l  f e n n  á l l .
U g y a n c s a k  a  2 . 1 .  é s  2 . 2 .  t é t e l e k b ő l ,  v a l a m i n t  a  2 . 3 . - b ó l  k ö v e t ­
k e z i k ,  h o g y  a z  oí. - a d r e n d ü  ( d .“ l )  i n f o r m á c i ó  l é t e z é s é b ő l  
v a l a m i l y e n  T  - r a  k ö v e t k e z i k  a z  oL ( < l ) - r é g u l a r i t é s .
А X. e ltéré s  létezéséb ől valamilyen T -ra következik az 
erős régu larités és az Ы. -rég u la r ités  { Ы.< 1 esetén) .
Az e g y e n l e t e s  t e l j e s  r e g u l a r i t á s t
M M  -  Mir (C)
C-AB U t i l e )  +  M ix  (C )
A€ Yft*
Be W
О Л б /
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a l a k b a  Í r v a  l á t h a t ó ,  h o g y  a z  e k v i v a l e n s  a  pr(x) v a g y  P r (X) 
e g y e n l e t e s  k o n v e r g e n c i á j á v a l  1 - h e z ,  h a  T - » o o  ( a  j u 10 1 1 1 .
p b  m é r t é k  s z e r i n t ) .  А Д 6 /  f e l t é t e l b ő l  m ár b á r m i l y e n  f - r e -  
g u l a r l t á s  k ö v e t k e z i k ,  m i v e l
v r a i  s u p  I p ? ( x )  ~  11 < d
e s e t é n
Jf (Mir, pír) = J f  f o ,  ( x ) ) / i t ó  (dx) ^  f(1) + £,
a h o l  £  = m a x | f ( z )  - f ( l ) |  —*■ о  h a  â  - + - 0  .
3 .  G a u s s  f o l y a m a t o k .
0 QÛ
Az Tfifi é s  & - a l g e b r á k o n  v á l a s z t h a t ó  o l y a n  u ^ ,  U g , .  • •
i l l .  v 1 , v 2 , . . .  o r t o g o n á l i s  b á z i s ,  h o g y  М щ  V, =  9 *  }
é s  e k k o r
ItT)-i£kgH -s‘J,
o t ( r ) =  s ü p  S k  ,
К '
( Pír , H it  ) — TT ( 1 ~Su ) .
Az d \  é s  e r ő s  r é g u l a r i t é s  G a u s s  f o l y a m a t o k  e s e t é n  n em  a d  u j e *  
a z  i n f o r m á c i ó s  r e g u l a r i t á s s a l  s z e m b e n .
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I r o d a l o m :
í l ]  C s i s z á r  I « :  E l o s z l á s o k  e l t é r é s é n e k  i n f o r m á c i ó - t i p u s u
m é r t é k s z á m a i .  MTA I I I .  O s z t . K ö z l e m é n y e i  
1 7  A 9 6 7 /  1 2 3 - 1 4 9 .
[ l ]  I b r a h i m o v  -  L i n n i k  J u . V . j  N y e z a v i s z i m ü j e  i  s z t a c i o n a m o  
s z v j a z a n n ü j e  v e l i c s i m i i ,  N a u k a ,  1 9 6 5 .
[ 3 ]  K o lm o g o r o v  A .N .  -  R o z a n o v  J a . A . :  Ob u s z l o v i a h  s z i l n o v o
p e r e m e s ! v a n y i j a  g a u s s z o v s z k o v o  s z t a c i o -  
n a r n o v o  p r o c e s s z a .  T e o r i j a  v e r o j a t n o s z t y e j  
5  A 9 6 0 /  2 2 2 - 2 2 7 .
[ 4 ]  R o z a n o v  J a . A . :  S z t a c i o n a m ü j e  s z l u c s a j n ü j e  p r o c e s s z í i .
F i e m a t g i z ,  1 9 6 3 .
[5] R o z a n o v  J a . A .  -  V o l k o n s z k i j  V . A . j  N e k o t o r ü j e  p r e g y e l n ü j e
t e o r e m ü  d i j a  s z l u c s a j n ü h  f u n k c i j .
T e o r i j a  v e r o j a t n o s z t y e j  6  А 9 6 1 / .
[ 6 ]  R o s e n b l a t t  M .s A c e n t r a l  l i m i t  t h e o r e m  a n d  a  s t r o n g
m i x i n g  c o n d i t i o n .  P r o c .  N a t . A c a d . S e i .
USA 4 2 ,  N o l .  / 1 9 5 6 /  4 3 - 4 7 .
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S _ u _ m _ m _ a _ r _ j =i
R e g u l a r i t y  o f  s t o c h a s t i c  p r o c e s s e s
T h e r e  I s  g i v e n  a  s y s t e m a t i c a l  s u r v e y  o f  r e g u l a r i t y  p r o p e r t i e s  
o f  s t o c h a s t i c  p r o c e s s e s .  We s a y ,  t h a t  t h e  p r o c e s s  ( s t a t i o n a r y )  
h a s  t h e  p r o p e r t y  o f  f - r e g u l a r i t y  ( i n  t h e  m ean  o f  C s i s z á r )  
i f
Of(/i . . / - . . T W « )
w h e r e  f ( x )  i s  a  c o n v e x  f u n c t i o n  a n d  yu,= P  ( t h e  p r o b a b i l i t y
o ce
d i s t r i b u t i o n  on  X )  ' f j i  =  Ff-Ob.a) X
Д р f  ( - £ д д )  *  d u )  ; p j H -  d ë )
We s h o w  t h a t  t h e  f - r e g u l a r i t y  d o e s  n o t  g i v e  a n y t h i n g  n e w  f o r  
G a u s s i o n  p r o c e s s e s ,  i n  t h i s  c a s e  i f  i s  e q u i v a l e n t  o f  t h e  
i n f o r m a t i o n a l  r e g u l a r i t y ,  w h e n  f  i s  c o n v e x  i n  t h e  s t r i c t
s e n s e .
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A s ü r í l s é g f ü g g v é n y  b e c s l é s é r ő l  
D á v i d  G á b o r
I »  L e g y e n  a   ^ v a l ó s z í n ű s é g i  v á l t o z ó  e l o s z l á s f ü g g v é n y e  
P ( x ) ,  s ű r ű s é g f ü g g v é n y e  f ( x ) .  E b b e n  a  c i k k b e n  X a  v a l ó s  
s z á m e g y e n e s ,  tJL a  B o r e l m é r h e t ő  h a lm a z o k  6  - a l g e b r á j a ,
P  а  4  - n  a z  F ( x )  á l t a l  g e n e r á l t  m é r t é k ,  X  a  L e b e s g u e -  
n é r t é k .
A f e l a d a t «  a  Ç - r e  v é g z e t t  m e g f i g y e l é s e k  s e g í t s é g é v e l  b e c s ­
l é s t  a d n i  a z  f ( x )  f ü g g v é n y r e .
J e l ö l j ü k  a  t o v á b b i a k b a n  ( - e l  a  £ - r e  v é g z e t t
n  m e g f i g y e l t  é r t é k e t ,  a m e l y e k  t e h á t  f ü g g e t l e n e k ,  a z o n o s  F ( x )  
e l o s z l á a u a k .  j e l ö l j e  a  m e g f i g y e l é s  s o r r e n d j é b e n  v e t t
m i n t a e l e m e k e t
m é r h e t ő  t é r e n  u g y a n c s a k  F ( x ) - e l  é s  P - v e l  f o g j u k  j e l ö l n i ,  
n  - e l e m ű  m i n t á r a  d e f i n i á l h a t j u k  (Л -n  a  t a p a s z t a l a t i  m é r t é ­
f - Í M . .  . 5 - ,  }
k é t «  t e t s z ő l e g e s  k e U l  B o r é i - h a l m a z r a  l e g y e n
a h o l  кд — ( a z  A - b a  e s ő  m i n t a p o n t o k  s z á m a ) .  E k k o r  a  t a p a s z ­
t a l a t i  e l o s z l á s f ü g g v é n y »
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r„íx) = Pn К-со,*])
A s ű r ű s é g f ü g g v é n y  b e c s l é s é v e l  k a p c s o l a t b a n  M .R o s e n b l a t t  é s  
E . P a r z e n  é r t e k  e l  e r e d m é n y e k e t .  K ö z lö m  P a r z e n  e r e d m é n y é t :  
L e g y e n  K(x) e g y  e g y s é g n o r r a á j u ,  t e t s z ő l e g e s  I ^ { X , >. ) - b e l l  
f ü g g v é n y ,  a m e ly  k o r l á t o s  é s  k ( t ) = o [ - \ r )  h a  x - * «  t e t s z ő l e -
о
g e s  h ( n )  s o r o z a t r a ,  a m e l y r e  l l m  n h  •  oo ,  e k k o r  d e f i n i ­
á l j u k  a  t a p a s z t a l a t i  s ű r ű s é g f ü g g v é n y t  a k ö v e t k e z ő k é p p e n :
^ í ' n ( 7 r r i ^ ^ =  n h (n )  ^  Л /
Ha f ( x )  e g y e n l e t e s e n  f o l y t o n o s  v a l a m e l y  [ a , b ]  I n t e r v a l l u m ­
b an  ,  Edekor
Hm P l  ьир l f n ( * ) - f l x ) j  <■ C] = i /2/
n—00 xGCojŰ
t e t s z ő l e g e s  £ > 0  - r a .
P a r z e n  e r e d m é n y é t  C r a s s w e l  a r r a  a z  e s e t r e  b i z o n y í t o t t a ,  a m ik o r  
X t o p o l o g i k u s  c s o p o r t ,  7\ a  H a á r - m é r t é k { D .O .L o f t s g a a r d e n  
é s  C . P . Q u e s e n b e r r y  a t ö b b v á l t o z ó s  e s e t b e n  b i z o n y í t o t t á k .  
N a d a r y a  a  s o k k a l  e r ő s e b b
p f Ä  Z b l f ' M - M - O j - i / 3 /
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á l l í t á s t  I g a z o l ta .
Ebben a c ikkben  a t a p a s z t a l a t i  sű rű ség fü g g v én y t az A / - t ö l  
e l t é r ő  módon d e f in iá lo m , am irő l e lő s z ö r  k im utatom , hogy 1 
v a ló s z ín ű sé g g e l e g y e n le te s e n  k o n v e rg á l ( l . T é t e l ) ,  a k o n v er­
g e n c ia  g y o rsa sá g á ra  b iz o n y lto k  egy t é t e l t  ( 2 .T é t e l ) .  A I l l -  
ban egy egyszerűbben szám olható  fü g gvény t fogok d e f i n i á l n i ,  
amelynek a s z to c h a s z t ik u s  k o n v e rg e n c iá já t  b izony ltom  be 
( 3 .T é t e l ) .
A következőkben gyakran fogom a lk a lm azn i a m atem atika i s t a ­
t i s z t i k a  a l a p t é t e l é t ,  a G l lv e n k o - C a n te l l l - t é t e l t ,  am it i t t  
id é z e k :
Л - *  0 0  X * ( - « i ,o e )
lim  sup \ F n M  -rfx)|  = 0
1 v a ló s z ín ű s é g g e l.
I I .  J e lö l  j o  а  ( |Д ,, . nagys ág s z e r i n t  k -a d lk
e le m é t: ^  Çk, t , к -  {.2, . . . ,  n-1 • Legyen t e t s z ő le g e s  n
é s  m -re ( n < m)
А /
z ü l  a z t ,  am elyik  x - e t  ta r ta lm a z z a  .
In te rv a llu m o k  k ő -
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1« T é te l .  Legyen [a .b ] o ly an  i n t  é r v e l i  tun. amelyben f ( x )  f o ly -  
tonoB éa az [g (a ) .F (b ) ]  In te rv a llu m b a n  F"1 ?*  ) fo ly to n o s .  
Ekkor
lim  limh ->oo m—**od
1 v a ló s z ín ű sé g g e l «
B iz o n y ítá s : J e l ö l j e  A (n ,£  ) a z t  az esem ény t, hogy 
lim sup  J  f„ M  -  f  (x) I > 2£
A B o r e l- C a n te l l i -lemma é rte lm éb en  t é t e lü n k e t  Ig a z o l tu k , ha be­
l á t j u k ,  hogy t e t s z ő le g e s  €>Q - г а  a £ P ( 4 (  nO) so r  k onver­
gens. J e l ö l j e
n=H
r PlI  m ) 
A H V )
ha X € f 0 . b ] n f ( * £ ]  
különben
az e lm é le t i  sű rű ség függvény  m ó d o s ítá s á t. M inthogy
[ lim Sup I fntx) -  fix) l > 2 í ] ^ [ l i m  supl fn (x ) - fn(x) J >€ ]  U 
U [ l in  sup I f„ (x) -  f  (x) j >C ]
-  ahol a jo b b o ld a l  m ásodik t a g j a  a sup j f rtl*) - f ( x ) | >• £  
esemény -  Íg y  e legendő  a Z_ P(A[n,Cj) s o r  k o n v e rg e n c lá -
jához b e lá tn i  a kőve tkező  k é t  á l l í t á s t :
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1 /
оэ
г
4
P I  sup !{„(*)- f i t )  I > с ) <  +0O
x i  C o . b ] minden £ - r a
2/ II s “P bJ  f o M  ~ f ( x ) l > ^ ) < *°° minden £ х э  - г а .
A 2 /  á l l í t á s  ig a z o lá s a :  Legyen án —inf A (í(x )J . Г(х) fo ly to n o s -
-x« Ca ,b J
sága  m ia t t  1 v a ló s z ín ű sé g g e l Ó„>0  . íg y
P ( tóí? s a p  I f j x )  -  f jx ) j > £ )  =
*> *£LO.°J
=£ P(fi sup |p, - P ( i ! ‘x)) l  > £<q
*  Pt ' i r  H’g . J P J t h l - P d M Í l ^ O l
Az u tó b b i a G l iv e n k o - C a n te l l i - a la p té te l  m ia tt  0 . K ap tuk , hogy 
a 2 / - b e l i  so r  nemcsak k o n v e rg en s , hanem az összege  0 i s .
Az 1 /  á l l í t á s  ig a z o lá s a :  V iz sg á lju k  r ö g z í t e t t  J  ]
in te r v a l lu m r a  a
[sup |fe(x)-f(*)l>£]-[siyj[ j r p j l l ( f ( l ) - f U ) ) d l  l > £  ]
%£. Г  <í I n { i  '  I я
esem ény t. T e tsz ő le g e s  £ -hoz v á la s s z u k  meg & = 5  U J _ t ,
majd <5(£ ) -hoz £' - t  úgy, hogyha x,y £ С о . # акког
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a /  ha  |x-y |<i<5 , a k k o r I f i  if) -  f(yj| £* és
b /  h a  If W - Г ( у ) |< £  akkor Ix-yl^^ le g y e n .
A t é t e l  f e l t e v é s e i  m ia t t  -  a /-b a n  az  f (x )  f o ly to n o s s á g á t ,  
b /-b e n  az  P~^(x) f o ly to n o s s á g á t  f e lh a s z n á lv a  a z á r t  £ a ,b ) 
i l l e t ő l e g  a  z á r t  I in te rv a llu m b a n  -  C‘ , S
és  £■' m egvá lasz thatók  Íg y .
E zekkel a  je lö lé s e k k e l :
P[sop <lf{M-fll)dtl >£]* P[ sqp lfM-fly)|> í ' ]
)(С1м a(* / jtk
4  / 6/
= ( - p[ supjfU - fan <£.'iMn<s)Phtrhé]
-  Pl sup J fM - f(y)l < tini "*<5] J
i .4 t l
A m ásodik  ta g  e ls ő  té n y e z ő je  1 , h isz e n  a f e l t é t e l  bekövetke­
z é se  a /  m ia tt  maga u tá n  v o n ja , hogy
If W  ~ f I < &
A b /  m ia tt  és m ert
r - 1 < ; . í .‘.j
P
Az 7 * f Ц) tra n s z fo rm á c ió v a l k a p o t t ,  a [ 0 , l ] - b e n  e g y e n le te s
e lo s z l á s ú  I v a ló s z ín ű s é g i  v á l to z ó  f t  = f  Í 0  r e n d e z e t t  
m in tá i r a  ism e rt:
P Í 7 t « i  ~ 7k  * =  В л - И
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- a h o l  B f(J, [и.) a z  ( i t P )  - p a r a m é t e r ű  b é t a - e l o s z l á s ,  Í g y
P ( f - f i  '  f t -  Щ  = д а  = ( - (» -£ ’)■
О
A / 6 /  h a r m a d ik  t a g j á t  O - v a l  b e c s ü l j ü k  a l u l r ó l ,  ö s s z e g e z v e
Р 1 * $ . 1 Ш - { Ш > е ) л  Í( - £T  n ,
a h o l  £•' f ü g g e t l e n  n - t 6 1 f a z  e g é s z  [ a , b ]  - r e  u n i v e r z á l i s  
á l l a n d ó ,  Í g y
p c $ u p  I f M - f m i > ei ä
X£CQ<oJ '
a m i b ő l
í  P[sup l f J * ) - f U ) l > £ ] * Z n ( l - z T
n=< X£tf>.b3 Í*l
a z a z  1 /  v a l ó b a n  f e n n á l l ,  é s  e z z e l  a  t é t e l  á l l í t á s á t  I g a z o l t u k .
n y i l v á n v a l ó  a z  = / |* ( х ) С 1 <  t a p a s z t a l a t i  e l o s z l á s f ü g g -
v é n y r e  a  G l i v e n k ó - C a n t e l l l - t é t e l .
K ö v e t k e z m é n y
P f lim Hm 5up J  U) -  rfjt)l -  О ] -  f
A k ö v e t k e z ő  t é t e l  a z  fn (x) k o n v e r g e n c i á j á n a k  g y o r s a s á g á r a  
v o n a t k o z i k  é s  e g y b e n  r á v i l á g í t  n  é s  о  v i s z o n y á r a  i s .
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L e g y e n  t  d i f f e r e n c i á l h a t ó ,  p o z i t í v  é s  a z  X f f ú . b ]  p o n t ­
b an
f(x)»C> О ; If ' í^UC, ( f W o
a l k a l m a s  C é s  k o n s t a n s o k k a l .
L e g y e n  t e t s z ő l e g e s  - r a
» e , - í  (чы.)Юу'\~ 1
Cü, (D .o t.X ) =» ( < -  e  /
и 2(п,т,х) ( Г ы ) ) [ - £ г  P  ( I ”( * ) ) ( h P i i %))/09 /09т]
uj (nimfi(iy)==--^-min(u)i (nM) , uli (n, m,)0j /в./
A d e f i n i c i ó  s z e r in t  t e h á t  U) ( n .m .d .x  ) függ  a  v é l e t l e n t ő l
Í n
(x) - e n  k e r e s z t ü l !  B e b i z o n y í t j u k  a következő  t é t e l t :
2 . T é t e l .  H a x - n e k  v a n  p l y a n  [ a . b l  k ö r n y e z e t e ,  a m e l y r e  t e l j e ­
s ü l n e k  a z  l . T é t e l  f e l t é t e l e i ,  v a l a m i n t  f ( x )  p o z i t í v ,  a z  x  
p o n t b a n  d i f f e r e n c i á l h a t ó ,  d e r i v á l t j á r a :  a k k o r  a  / 8 / -
b a n  d e f i n i á l t  i ú ( n , m , e l , * )  f ü g g v é n y r e
l im  lim  uí(nlm,ct.x)| {" (* ) - f  l*)\— 4
n —VQO я —voo
1  v a l ó s z í n ű s é g g e l .
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B iz o n y ítá s .
Hasonlóan az e ló zó  t é t e l  b iz o n y ítá s á h o z , e legendő  b e l á t n i ,  hogy a
f _  P [  Íím ш ( п , т м , х )  I f nm(x) - f (x) J > \ + £ )
n.l *-*■<»
s o r  konvergens minden £ p»o _ r a .  U gyanazzal az á t a l a k í t á s s a l ,  
m int / 5 /-b e n
[//m u(n,rri/*,*)lfn (x) 4+ e ]
m ->oo
/ 9 /
-  [lùV U}(n.m,oC, X) I f„m(x) -  -fn(x) I > ] U
U [lím uín.m.cx.x) / fnfx) -Лх)(> -*у~]
m
Most
L Hm uiln,m,o(.x)|fn(x)-'f(x)|> y y  ] —
—[lím üj4 (n.c/j I fn(x) —f(x)l > <+£j =
m
= í u)t(n,o()Ifn(x)*-f(x)J  ^ <+£.]
Az u tó b b i esemény v a ló sz ín ű sé g é n e k  becsléséhez»
1П*)-П9)1 |гЫ- Г1ч)1 I y-yl M+Ofr-yJ ^ f(KU0(x-y) ЛОа/ 
|f(x)-f(yjl ix-yl  1|Ь0--Г(уЯ “ |/(х)40М | К .
(a h o l az u tó b b i b e c s lé s  egy n u l l - n é r té k ü  halm az k iv é te lé v e l  é r ­
vényes) .
M ásrészt
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és ez u tó b b i  maga a tá n  v o n j a ,  h o g y  van o l y a n  e  
h o g y  I f(**) -  -f4°)I>  » süniből -  a  / 10a /  b e c s lé s t  a lk a l ­
mazva -
I f  ( f c ' J - r f f J *  1Г(Х.)-Г(Ч'Р
f(*) + 0(*~ y)
2c,
I
U), (n,tí,%)
k ö v e t k e z i k .  Ö s s z e g e z v e
Р ( № ) ф ) 1 > ы Ж & ) ~  P f a p - r l p )
f ( t )  + o(X'3)
2 c . u), (o.of.y)
M  +o(*-y)
2C, " C ( < - e
“„( **л )*Ьп\
Л о Ь /
i t t  L Ш  + o ( * - y ) ] 2 / c  > i  egy v a l ó e z i n ü s é g g e l ,  h i s z e n
( x - y )  I f *  -  (у и  I eS  U L - Ç Î U O  e g y  v a l ó a z i n ü s é g g e l ,
h a  n  -* • Qo ,  Í g y  -  f o l y t a t v a  a  A O b / - n é l  a b b a h a g y o t t  b e c s ­
l é s t  -
e- ^ ( l  + oi)to9r>
- П “ ( 4 -
(M.i)lo9«j| n = 4
te h á t
T . P ( l f « W - Í W l  W,(n.oí,X) > M £ ) <  -» 00
n = < Л 0 /
m in d e n  £ > 0  - r a .
A / 9 /  Jo b b o ld a lán  á l l ó  e ls ő  esem ényre
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PLНтьз(п,тл/,х) | f*(yc) - f n(x)j > ~  ] £
-  P f l i m  coz(n.m,y;( f n ^ f x ) I  > /+ £ ]  Л 1 /
.  р п /я ____________________ I M M  _  m à L ^ i
* Ц р (Г)(<-р1г ))1одкдт'^Ш  № * T  J
А 'Л { J*TjA)) —e l  e g y s z e rű s ítv e ,  az I te r & l t - lo g a r l tm u s  
t é t e l e  m ia t t  t e t s z ő le g e s  €>0  —r a  az u tó b b i va­
ló s z ín ű s é g  0 , azaz
T-P[lirr> iú ( J f j x) -  fß)  I > )4£] = 0  Л2/
n=1 m
А / 1 0 /  é s  А 2 /  b i z o n y l t j a  a  t é t e l t .
M e g j e g y z é s .  K é z e n f e k v ő  l e t t  v o l n a  a  t a p a s z t a l a t i  
s ű r ű s é g f ü g g v é n y t  a
h a  x e  f Ç  , f . * ]  
k ü l ö n b e n
9»W =
РЛГм)
У Т г а
о
d e f i n í c i ó v a l  m e g a d n i .  A g n ( x )  a z o n b a n  n em  k o n ­
v e r g e n s t
A__ Kn ( i )  p o z i t í v  v a l ó s z í n ű s é g g e l  n em  k o n v e r g á l
e g y e n l e t e s e n  О- h o z ,
T e g y ü k  u g y a n i s  e n n e k  e l l e n k e z ő j é t  f e l  v a l a m e l y
........... Ç ... m i n t a e l e m - s o r o z a t r a .  L é t e z i k
o l y a n  Di ' i -  ÍZ , -- i n d e z s o r o z a t ,  h o g y
s “ p
J e l ö l j e  чГ a  , <* 4  “  S  °  { *
i l l e t v e  a  m i n t a e l e m e k e t ,  h a  a  f 4 i> |= ,&
I i n t e r v a l l u m b a  e s i k .  ( H o g y  
a n n a k  v a l ó s z í n ű s é g e ,  "
e s e t é n  1 - h e z  t a r t ) .
B e k o r
ß =  s o p  I Qni+tM j 'b í)l
A z
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akkor m in im á lis , ha ( $ - y)  = ( ^ - ^ )  — ~ y ^ - 
ób
A ~ ( (n ,-* 0 ($ ~ v )  ~  n ' (5 ^
íg y  e lé g  nagy 1 - re
B à  max I"-jj i IA -  9n.(*) ~ ^  2" f ^
ha f  M  >  О
tfm sup J дп.иМ -f(x)| > О
Í -»« к
azaz  valóban  d iv e rg e n s .
I I I .  A A / - b e n  d e f i n i á l t  t a p a s z t a l a t i  sű rű sé g ­
függvény nagy m inta-elem szám  e s e té n  nehezen s z á ­
m it ha tó  . Egy o lyan  m ó d o sításá t adom ebben a  
ré s z b e n , am it Révész Pál v e t e t t  f e l .
A g y a k o rla tb a n  jó  le n n e , ha a t a p a s z t a l a t i  s ű rű ­
ség függvény t -  mondjuk -  csak  minden fn  - e d ik  
r e n d e z e t t  m in ta  á l t a l  m eg h a tá ro zo tt i n t e r v a l l u ­
mokban adnánk meg n-elem ü m in ta  e s e té n ,  é s  
sgy -egy  i ly e n  in te rv a llu m b a n  úgy d e f i n i á l j u k ,  
hogy legyen  ezen in te rv a llu m b a n  a  t a p a s z t a l a t iÍJj
m érték -  azaz —  -  é s  az in te rv a l lu m  hosszának
hányadosa . I t t  /1 3 /-b a n  a most h e u r is z t ik u s á n  e lm o n d o tt 
d e f i n í c i ó t  p re c iz iro z o m  é s  a /1 3 /-b a n  a d o t t  t a p a s z t a l a ­
t i  sű rű ség függvény  s z to c h a s z t ik u s  k o n v e rg e n c iá já t  v iz s g á ­
lom.
A to v áb b iak b an  [y ] az у  egész r é s z é t  J e l ö l i .  
T e tsz ő le g e s  £« >  О - г а  az 1KS  ((* f w'&?nnl
J e lö l é s s e l  legyen  r ö g z í t e t t  n - re
Ж )
ha X€  I*.
k -  Í2,... l L ] ~  1
A 3 /
0 különben
3 .T é t e l .  Legyen a  ^ v a l ó s z í n ű s é g i  v á lto z ó  F(x) 
e lo sz lá s fü g g v én y e  sz ig o rú a n  monoton, sű rű ség függvénye  : 
f (x )  e g y e n le te se n  f o ly to n o s ,  k o r lá to s  és  p o z i t ív :  
é s  a /1 3 /- b a n  sz e re p lő  s o ro z a t r a  legyen
£ - = °
ahol d  te t s z ő ? e g e s  k i s  p o z i t ív  szám. Ekkor
1 7 7 -
t e t s z ö le g e s  <5>0 - r a  
B iz o n y ítá s t  Legyen
ha xíA,
0  k ü lö n b e n
V iz sg á lju k  az | f „ W ~  f (x)| v a ló s z ín ű s é g i  v á l to z ó  
v á rh a tó  é r t é k é t .
F e lh a sz n á lv a  a Schw artz-e g y e n lö tle n s é g e t
M ( l f a ) - f ‘ b ) l l ‘  Л * /
F e lh a sz n á lv a  a könnyen Ig a z o lh a tó
M ( i P n ( - ® . f J - p ( - = ° . f ; ) l 2 ) - o i ^ )
b e c s l é s t ,  f o ly ta tv a  A 4 / - e t
= м * ( т г Ы
íg y  te t s z ő le g e s  3 > 0  m e l le t t  a M ark o v -eg y en lö tlen ség e t 
f e lh a s z n á lv a
P{lfn£^ ) - f C'íx)í > Í  } *  M* ( j f j j )  0 ( f r  ) А 5 /
12
_178
I t t
A G llvenko -^C an te llt t é t e l  m ia tt  1 v a ló s z ín ű s é g g e l
P M , ) * í { ( i ) d í  <  C 7í ( L )
azaz
M  ía  =  ° (  c d
B e h e ly e t te s í tv e  A 5 /- b e
P f l f í b l - f w M - O t ^  - j t - )  Л 6 /
V álasszuk  & és  - t  úgy, hogyha \ x - t l  <■ 5 f akkor
í f ( у) — 5  le g y e n . Mivel
k ö v e tk e z ik  -  a / 6 / - n á l  h a s z n á l t  á t a l a k í t á s  m eg ism étlésével 
é s  e g y sz e rű  b e c s lé se k k e l
P { l f £' í x ) - f ( < ) =  5 } - 0 ( t . ) /1 7 /
-1 7 9
Mostmár / 1 7 /  és  /1 6 / - b ó l  a t e t t  f e l t e v é s e k  m ia tt  k ö v e t­
k e z ik ,  hogy
11»  P { J f „ £ ‘ M - / V l | > í } = 0
П —*00
Mivel f (  x) > 0 , Így  é s  ’^  + co
1 v a ló s z ín ű s é g g e l,  ha n —>ao , Íg y  a  t é t e l  bárm ely 
x - r e  Ig a z .
B e f e j e z é s ü l  k ö s z ö n e té t  s z e r e t n é k  mondani Csáki P é te rn e k ,  
a k i  a d o l g o z a t  l e k t o r á l á s a  s o rá n  so k  h a s z n o s  m egjegyzés t  
t e t t .
Irodalom :
R o s e a b la t t ,  M ./1956/: Remarks on some non p aram etric  e s t i ­
m ates o f  d e n s i ty  f u n c t io n .  A n n .M ath .S ta t. V o l.27 . 
/8 3 2 -8 3 5 /
P a rz e n , E ./1 9 6 2 /:  On e s tim a te s  o f  a  p r o b a b i l i t y  d e n s i ty  
and mode. A nn .M ath .S ta t.V o l 33 (1065-1076) 
L o ftsg a a rd e n ,D .O . and Q uesenberry , C .P . Л 9 6 5 / .  A n onpara­
m e tr ic  e s tim a te  o f  a m u l t iv a r ia t e  d e n s i ty  f u n c t io n .  
A n n .M ath .S ta t. Vol 36 . (1 0 4 9 -1 0 5 1 ).
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Crasw el Л 9 6 5 / .  D e n s ity  e s t im a tio n  in  a to p o lo g ic a l  
g ro u p . A n n .M ath .S ta t. V ol. 36 (1047-1048) .
N adarya /1 9 6 5 /.  On n o n p a ra m e tr ic  e s t im a te s  o f d e n s i ty  
fu n c t io n s  and r e g r e s s io n  c u rv e . Theory o f 
P r o b a b i l i ty  and i t s  A p p lic a tio n s  10 . (186-190) 
( I n  R u ss ia n ) .
S_u_e_m_a_r_y_
The a u th o r  in  (4) g iv e s  a new d e f i n i t i o n  o f e m p ir ic a l  
d e n s i ty  fu n c tio n  f o r  w hich he p ro v es  th e  fo llo w in g  
th eo rem s:
Theorem 1 .  Let [ a ,b ]  be such an i n t e r v a l ,  in  which 
f (x )  and  th e  in v e rse  o f  F(x) in  [f ( a ) , F (b )]  i s  
c o n tin u o u s th e n
l i m  Urn s u p  I f n Ы)  ~ f ( x )  I -  0
п - + - < ъ  • — к» j(£
w hith  p r o b a b i l i t y  o n e .
I f  th e  fu n c tio n  u) (n. m-* • i s  d e f in e d  in  ( 8 ) ,  th e n  
Theorem 2 . Under c o n d i t io n s  o f Theorem 1 , i f  x£ [o .b l 
and i f  f (x )  > c :>0, and f (x )  h as  f i r s t  d e r lv a te  
f ' ( x )  , f o r  which | f ’ ( x ) |<  c, and n o n -z e ro , then
lim Wrv, c o ( n ,m ; o C }  x )  | 6 * )  " f  ( * ) |  = ^
Y \  M
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w hith  p r o b a b i l i t y  one.
Рог b r e v i ty  o f  com putation  th e  a u th o r  g iv e s  an o th e r  
d e f in i t i o n  o f  e m p ir ic a l  d e n s i ty  f u n c t io n  in  (1 3 ) ,  f o r  
which th e  fo llo w in g  theorem  h o ld s .
Theorem 3« I f  th e  d e n s i ty  fu n c t io n  f ( x )  i s  u n ifo rm ly  
c o n tin u o u s , bounded and p o s i t i v :  0 <  f(*l < c and f o r
a l l  (in  (1 3 ))
(where d. i s  an a r b i t r a r y  sm all p o s i t i v e  num ber) 
h o ld s  then
Urn -  fU) > à ] = 0n -*-<30
f o r  a r b i t r a r y  (5>o .
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Rövid közlemények e lk é s z ü l t  p rogram okró l 
H orváth  Gaudi I s tv á n :
E gyszerű  s z to c h a s z t ik u s  fo lyam atok  p a ra m é te re in e k  
b e c s lé se  é s  á tm e ts z é s l  f e l a d a ta
Ebben a  do lgoza tban  k é t ,  időben d i s z k r é t  s z to c h a s z t ik u s  
fo ly a m a tra  vonatkozó f e l a d a t  eredm ényeinek i s m e r te té ­
s é re  k e r ü l  s o r .
Az e l s ő  egy k é td im en z ió s  s ta c io n á r iu s ,  G auss-M arkov-fo- 
lyam at p a ra m é te re in e k  b e c s lé s é v e l  f o g la lk o z ik ,  pon to san  
a b e c s lé s e k  k o n v e rg e n c iá já n ak  g y o rsa sá g á v a l. Az eredm é­
nyek függnek a b e c s lé s e k tő l ,  egyszerűbb p a ra m é te rm á tr ix  
e s e té n  a konvergenc ia  gyo rsab b , m int á l t a lá n o s  e s e tb e n .
A m ásodik egy eg yd im enzió s , ugyancsak Gauss-M arkov t í p u ­
sú fo ly a m a t á tm e ts z é s t  p ro b lé m á ja . Az á tm e tsz é se k  száma 
jó  k ö z e l í té s b e n  (a  nem s z in g u lá r i s  e s e t  kö ze léb en ) n o r­
m á lis  e lo s z lá s s a l  k ö z e l í th e tő .
1 . P a ram é te r b e c s lé s e k . A dott egy k é td im e n z ió s , d i s z k r é t ,  
s t a c i o n á r iu s ,  Gauss-M arkov t ip u s u  fo lyam at
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( J i )=  <*,. ( , ( M  + u 12 0 - 1 )  * £,U)
0 ) -  o c „ f , ( M + o Lu 0 i - 1 )  *e»(i)
aho l £iШ és  fü g g e tle n  Oauss so ro z a to k  О v á r ­
h a tó  é r té k k e l  és  1 s z ó r á s s a l .  A k e z d e t i  f e l t é t e l :
f , Í O j= 0  (z( 0 ) = 0
A ç ( t )  fo ly am at t = l , 2 , . . . , N  Időpontokban  va ló  meg­
f ig y e l é s e i  a la p já n  m eghatározandók az A = ( e ^ )  
( l , j = l , 2 )  m á tr ix  e lem einek  maximum l ik e l ih o o d  b e c s lé ­
s e i ,  v a lam in t az az N é r t é k ,  am elynél a  b e c s lé s e k re  
f e n n á l l
I Йу dij I  ^£ ( i / j  =  1,2)
л
aho l a m eg fe le lő  p a ram éte r maximum l ik e l ih o o d
b e c s lé s e ,  £ p e d ig  te t s z ő le g e s  k o n s ta n s  (0 ,1}  0 , 0 5 ;
0 ,01; 0 ,001)
A dottak az A m á tr ix  e lem ei:
= йг = e cos и  , (*u = -o<2,=  e  sinu)
aho l 7v = 0 ,0 6  és CJ = 5*274. ^
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Az a d o t t  s z to c h a s z t ik u s  d i f f e r e n c iá l  e g y e n le tre n d sz e rn e k  
e le g e t  te v ő  ^ ( t )  k é td im e n z ió s  fo ly am at egy véges r e a ­
l i z á c ió já n a k  sűrűség függvénye:
f , ff")
t
( Хц , X« , ••• I j %21, ^11/ — ^2ы) ==
- ТГ — -—  G 2(Sf
ь y 4
~  Т Г  4 _2fT í x , y J
Д ^ г е -е  “
',2
Ennek ism ere téb en  az A m átr ix  e lem ei maximum l ik e l ih o o d  
b e c s lé s e in e k  m eghatározása  elvben  könnyen e lv é g e z h e tő . 
K iszám olása  azonban h o sszad a lm as , m ert a k é rd é se s  p a r a -
г. 2
m éterek  a  szó rásn ég y ze tek b en  i s  s z e re p e ln e k , emi­
a t t  az ebbő l szárm azó maximum l ik e l ih o o d  eg y e n le te k  ig en
2
b o n y o lu lta k  le s z n e k . A (1 = 1 ,2 ,)  s z ó rá s n é g y z e te k e t
ug y an is  a
6^ [ ° C - i( (oí2,of22 -.2с*„с(ц) 
+ f 1 + C^22 ~  ( ^  2(^ 22 ~ 2 d  цСк22 )
Of 12 <*22 ] _  (Г2
- 0ÍM0f22 J
____Of« Ofn T ^
-cfnOfy -ofnOfa-1
___ Cfq Of22
1 OfiiOfji BfM0fi2
J = g£s
e g y e n le tre n d s z e r  m egoldásaként k a p ju k .
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Az eg y sze rű ség  k e d v é é r t  te k in ts ü k  a könnyebben k e z d e ­
tő  f e l t é t e l e s  sű rű ség fü g g v én y t és az ebbő l adódó f e l t é ­
t e l e s  maximum l ik e l ih o o d  b e c s lé s e k e t .  A Ç(2)l ...
v a ló s z ín ű s é g i  v á lto z ó k  f e l t é t e l e s  s ű rű sé g ­
függvénye a ç(ij =  x (<) f e l t é t e l  m e l le t t
f x * . , ...,Хгм I f ( < )  =  x ( < ) )  =
— (211) exp ^  ^  f Xij t i  U n  Ц о J
i - i  j=i
A maximum l ik e l ih o o d  eg y e n le te k :
ли^  - f  (Xy„ - Лиц-лиц) xkj = 0 (а = 1.2)
od<iK j =ч
Az e g y e n le tre n d s z e r  m egoldásai le sz n e k  az A m á tr ix  e l e -
л
meinek b e c s lő fü g g v é n y e i, j e lö l j ü k  e z e k e t oCik - v a l :
л _  ^  Xijti Ц  Г  %ij X,j Г, xd*< *4 £  *'j
2 2 p  2
aho l i , k = l ,2  és  /= 1 , ha k=2 i l l .  /= 2 , ha k = l .
Ezután té r jü n k  á t  a f e l a d a t  gépi v o n a tk o z á s a ira . A 
program  URAL-2 g ép i kódban k é s z ü l t .  Az í  ( t )  f ü g g e t ­
l e n ,  n o rm á lis  e lo s z lá s ú  so ro z a to k  v é le t le n -s z á m  g e n e rá ­
t o r  s e g í t s é g é v e l ,  e g y e n le te s  e lo s z lá s ú  számok ö sszegének
1 8 6  -
s ta n d a r d iz á l t ja k é n t  á l l í t h a t ó k  e lő .  A fo lyam at g ép i r e ­
a l i z á c i ó j a  függ a k e z d e t i  v é le t le n - s z á m tó l .  E z é rt 20 
kü lönböző  v é le tle n -sz á m b ó l k i in d u lv a  k e r ü l t  s o r  a f e l ­
a d a t l e f u t t a t á s á r a  é s  a k a p o tt  N é r té k e k  á t l a g á t  t e ­
k in t jü k  a  f e la d a t  m egoldásának .
Az A m á tr ix  elem ei a  következők:
<*«= «Ha- 0,503669562 , <*i2=-<*jr ~ 0,19581525
£ = 0 ,1  p o n to sság  m e l l e t t  a k e z d e t i  v é le t le n - s z á m tó l  
függően k a p o tt  20 d a ra b  N é r té k  szám tan i közepe:
N = 4 2 , ami a z t j e l e n t i ,  hogy 42 m eg fig y e lé s  a la p já n  
a p a ra m é te re k e t t  = 0 ,1  p o n to ssá g g a l tu d ju k  b e c s ü ln i .
£ = 0 ,0 5  p o n to sság  e s e té n  N = 75 m eg fig y e lés  a la p já n  
b e c sü lh e tü n k .
£= 0 ,0 1  m e l le t t  N = 1594
£ =  0 ,0 0 1  p o n to sság  e lé ré s é h e z  7677 m eg fig y e lés  k e l l e t t .
A f e l a d a t  m egoldásánál nem v e ttü k  figye lem be az A mát­
r i x  s p e c i á l i s  a l a k j á t ,  a becslő függvények  m eg h atározásá­
n á l  egy  á l ta lá n o s  A = ( O -tj = 1»2) m á tr ix o t t e ­
k i n t e t t ü n k .  E gyszerűbbek le szn ek  a maximum l ik e l ih o o d  
becslő fü g g v én y ek , ha f e lh a s z n á l ju k ,  hogy
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OÍ,, =  di 22 és 0(12 =  -  d 2 1
é s  j e l ö l j ü k  e z e k e t  ül”  i l l ,  ß  - v a l .
í g y  a  m axim um  l i k e l i h o o d  e g y e n l e t e k :
Az e g y e n l e t r e n d s z e r  m e g o l d á s a  d. é s  ß  b e c s l ö f ü g g v é -
Л A
n y e  l e s z ,  j e l ö l j ü k  e z e k e t  Ы. é s  f i  - v e i :
A p r o g r a m  f e l é p í t é s e  h a s o n l ó  a z  á l t a l á n o s  e s e t h e z .
£ =  0 , 1  p o n t o s s á g g a l  a  k é t  p a r a m é t e r t  m ár N a  1 2  m eg ­
f i g y e l é s  a l a p j á n  b e c s ü l n i  t u d j u k .
£  = 0 , 0 5  p o n t o s s á g ú  b e c s l é s h e z  N = 2 9  m e g f i g y e l é s  
s z ü k s é g e s .
^ ■ ' 2  г -  г
X<j+ £_ tij 
J-'« 1 j=«
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£ =  0 ,0 1  m e lle t t  N = 232
£ =  0 ,0 0 1  p o n to ssá g g a l N = 856 m eg fig y e lés  a la p já n  
b e c s ü lh e tjü k  a p a ra m é te re k e t .
2 . Á tm etszés! f e l a d a t .  A dott egy {•'(t) fo ly a m a t, amely 
Gauss-M arkov t ip u s u ,  Íg y  k i e l é g í t i  a  következő  s z to c h a s z ­
t i k u s  d i f f e r e n c iá l e g y e n le t e t :
d ( ( í )  =  —  A  ( í í ) c / í  +  den)
A (r(k) ^ = 0 , 1 , 2 , . . . )  fo lyam at d i s z k r é t  s ta c io n á r iu s
é s  Íg y  k i e l é g í t i  a
^ ( Ы )  =  § £  M  + í(k+l) s > = e *
e g y e n le te t ,  ahol £ ( k )  egy fü g g e tle n  Gauss s o r o z a t .
M egvizsgálandó a g  p a ram éte r függvényeként az a 
s z i n t  f e l e t t  e l t ö l t ö t t  idő  ( i l l .  a - a  a l a t t i ) .
|§ |< 1 ,  de csak  a  0 < 8 < 1 é r té k e k e t  t e k i n t j ü k ,  m ert 
c  O-г а  h a so n ló  a fo ly a m a t. A T in te rv a l lu m o t 
1000 d is z k ré t  é r té k n e k  v e t tü k .
Az £ (k) fü g g e tle n  Gauss s o ro z a t  és а {Г (k ) é r té k e k  
g e n e rá lá s a  hason ló  az e lőző  f e l a d a t é v a l .  A k e z d e t i  v é l e t ­
le n -s z á m tó l  v a ló  fü g g é s  k ik ü sz ö b ö lé sé re  a fo ly am at r e a l i ­
z á c i ó j á t  10 kü lönböző  v é le tle n -sz á m b ó l k i in d u lv a  á l l í t ­
ju k  e lő  és ezek közepének  v i s e lk e d é s é t  v iz s g á l ju k .
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A g é r té k e in e k  0 ,2 ;  0 ,6 ;  0 ,9 ;  0 ,9 9 ; 0 ,9 9 9 5 -ö t v á la s z  
t o t t u k .  A j e lö lé s e k  a következőek :
a í az a s z i n t ,  amely f e l e t t  ( i l l .  - a  a l a t t )  v iz s g á l  
ju k  a fo lyam at ta r tó z k o d á s i  i d e j é t ,
N ^ i  az a f ö l ö t t i  é r té k e k  száma az i - e d ik  r e a l i z á ­
c ió n á l  ( 1 = 1 ,2 , . . . , 1 0 ) ,
H2 i : 8 é r té k e k  száma az 1 -e d ik  r e a l i z á ­
c ió n á l  ( 1 = 1 ,2 , . . . , 1 0 ) ,
é s  N2 : az é s  é r té k e k  szám tan i közepe,
= max R]_ ^ -m in  N ^ ,
I>2 = mar N,,^ “ min N„^.
S  3 ° * 2 *1 D1 *2 °2
a = 0 492 58 509 38
a » 1 165 55 169 36
a = 2 28 16 25 14
a = 3 1 5 1 4
a = 4 f ö lé  ( i l l .  -4  a lá )  a fo ly am at nem men\,.
A ta r tó z k o d á s i  idő  á tla g á n a k  fü g g é sé t az a* *ól m u ta tja  
az 1 . á b ra .  L e o lv a sh a tó , hogy a ^ (0 ,^ (2 ) , —
-1 9 0
v a ló s z ín ű s é g i  v á lto z ó k  k ö z ö t t i  k ic s in y  k o r r e lá c ió s  kap­
c s o la t  m ia t t  közel úgy v i s e lk e d ik ,  m int egy fü g g e tle n  
s o r o z a t .
§ = 0 ,6 N1 D1 N2 D2
a=0 496 38 505 38
a a l 211 50 221 64
a«2 57 29 59 35
a=3 9 11 9 11
a=4 1 2 1 2
a=5 f ö lé ( i l l . a  = -5 a lá )1 a fo ly am at nem m ent.
t a r tó z k o d á s i idők a - t ó l  fü g g é sé t m u ta tja  a 2 . á b ra
L á th a tó , hogy a l i g  k ü lö n b ö z ik  a S  ■=0,2 e s e t t ő l .
§ = 0 ,9 ■ l D1 n2 D2
a=0 482 107 519 107
a a l 320 104 346 133
as2 187 108 199 146
a=3 95 93 105 107
a=4 47 61 61 67
a  =2 5 15 34 19 49
a=6 6 20 7 29
a=7 1 2 1 6
a =8 f ö lé i l l . a= -8  a lá  a fo lyam at nem m ent.
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A ta r tó z k o d á s i  idő  fü g g é s é t  az a - t ó l  a 3« á b ra  m u ta t ja .  
F on tos é sz re v e n n i a é r té k e k  n ö v e k e d ésé t.
99 N1 “ l N2 °2
a=0 434 408 567 408
a=2 324 345 441 474
a=4 241 338 304 380
a=6 163 298 201 427
a=8 110 275 135 316
a=10 63 195 88 235
a=12 38 113 50 116
a*14 22 74 29 77
a=16 12 46 10 37
ax l8 4 20 4 19
a=20 f ö lé  i l l . a=-20 a lá a fo ly am at á tla g b a n
s z e r  sem m ent. E lo s z lá s á t  a 4 . á b ra  m u ta tja .  A é r ­
ték e k  n ag y ság ren d je  e l é r i  az é r t é k e k é t .
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,9995 *1 h *2 D2
a*0 469 992 552 992
a=2 418 973 469 975
a =4 361 886 404 945
a=6 307 812 545 867
a=8 261 657 524 842
азЮ 228 656 291 851
a=12 195 607
a=14 156 573
a=16 145 565
a=18 114 528
a=20 104 490 159 588
a=40 4 27 60 272
A ta r tó z k o d á s i  Idő fü g g é sé t a - t ó l  az 5 .  á b ra  m a ta t ja .
í  ábra
193
13
„ 1 9 4  „
h.ábra
5. ábra
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Varga Grjrula:
Poltnom ok f e lb o n tá s a  h u rw ltz - a n t ih u rw ltz  tén y ező p á r 
s z o r z a tá r a  a Newto n -R ap h so n -fé le  m ódszer s e g í ts é g é v e l
A szű rö k  te rv e z é s é n é l  szük ség es  a  P( z2 )=H (z),H( - z )  
p o l ln o m fe lb o n tá s t  e lv é g e z n i,  ah o l P csupa komplex 
gyökökkel ren d e lk ez ő  v a ló s  e g y ü tth a tó s  po llnom ot, H 
p e d ig  P k é p z e te s  te n g e ly tő l  b a lr a  eső  gyökeihez t a r ­
to z ó  gyök tényező inek  s z o r z a tá t  j e l e n t i .  E zt nagy pon­
to s s á g r a  edd ig  b iz to n sá g o sa n  úgy vég ez tü k  e l ,  hogy meg­
h a tá ro z tu k  P v a lam ely ik  komplex siknegyedbe eső  ö s z -  
s z e s  g y ö k é t, s azok s e g í t s é g é v e l  k ép ez tü k  a m eg fe le lő  
gyöktényezők s z o rz a ta k é n t e lő á l ló  К po llnom ot. Az ö s z -  
s z e s  gyök k is z á m ítá s a  nagyon hosszada lm as munkát i g é n y e l t .
Ha P nem re n d e lk e z ik  k é ts z e re s  gyökökkel, i l l ,  a kép ­
z e te s  t e n g e ly tő l  b a lr a  é s  jo b b ra  eső  gyökei n incsenek  
egyipáshoz t ú l  k ö z e l ,  akkor a k e r e s e t t  p o lin o m fe lb o n tá s t  
a N ew ton-Raphson-m ódszer s e g í t s é g é v e l  k ö z v e tle n ü l i s  
m egkaphatjuk . I t t  csak  a z z a l  az e s e t t e l  fo g la lk o z u n k , 
am ikor a P polinom
Holz) Hol-Z) t  бГ(г2) alakú. ( 0 < £ < * 0
Tegyük f e l ,  hogy ism erjü k  H (z)-nek  va lam ely  e leg en d ő ­
en p o n to s  H^(z) k ö z e l í t é s é t .  K eressük  H (z )- t
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//( (z) + d (z) a lakb an . Akkor
[ H i t i )  + ú ( z ) ] [ H i ( - z )  + M - Z ) ]  =  P (  z )
Az ö s s z e s z o rz á s o k a t e lv ég ezv e  és  a  A(z) M-z) p o l L -  
nomot e lh a n y a g o lv a  A ( z ) - r e  a 
Hi(z) л Ы )  + W,Í-z)az = Píz1) -  Hjtz) 
e g y e n le te t  k a p ju k . Az e g y e n le t  k é t  o ld a lá n  z m egfe le ­
lő  h a tv á n y a in a k  e g y ü t th a tó i t  ö s s z e h a s o n lí tv a  h (z )  
e g y ü t th a tó i r a  egy (n-t-l) —is m e re t le n e s  l i n e á r i s  e g y e n le t ­
r e n d s z e r t  kapunk. Amennyiben ez m ego ldható , gyökei ЛМ) 
e g y ü t th a tó i t  ad ják  meg. H ^(z )-h ez  £ ^ ( z ) - t  hozzáadva 
H (z ) - re  jo b b  k ö z e l í t é s t  nyerünk: W/„(z) = Hi(z) +Aj(z)
A k o n v e rg e n c ia  e lé g  l a s s ú ,  de még Íg y  I s  s o k s z o r ta  r ö -  
v idebb  id ő  a l a t t  e l ju tu n k  a k e r e s e t t  p o lln o m fe lb o n tá s ­
hoz, m in t a  pollnom  gyökeinek  s e g í t s é g é v e l .  Kezdő köze­
l í t é s k é n t  HQ( z ) - t  v á la s z th a t ju k .
Az I s m e r t e t e t t  módszer p rogram ja  az U ra l-2  gépre  EFT a u tó ­
kódban k é s z ü l t .  A program  h a sz n á la tá h o z  bemenő ad a to k k én t 
a s z ű rő  ren d szám á t, a P pollnom  e g y ü t t h a tó i t ,  majd a 
kezdő k ö z e l í té s k é n t  v á l a s z t o t t  HQ pollnom  e g y ü t th a tó i t  
(csökkenő  fokszám s z e r i n t  rendezve) k e l l  megadnunk. E red­
ményül H ( z ) - t  k a p ju k , ugyancsak  csökkenő fokszám s z e r i n t
ren d ezv e
"V a ló s z ín ű s é g e lm é le ti  é s  S t a t i s z t i k a i "  O sz tá ly  1967 
e ls ő  fé lé v éb e n  t a r t o t t  szem inárium ai:
I .  S t a t i s z t i k a i  szem inárium . Minden sz e rd án  ( f e b r u á r -  
m ájus) d . e .  9b - t ó l  l l ^ - l g .  T u .V .L inn lk  " S t a t i s t i c s e s z -  
k i j e  Z a d acs i sz m ésajuscsim i param etram i"  és E.L.Lehman 
" T e s t in g  S t a t i s t i c a l  H ypotheses" c .  könyvek i s m e r te té s e .
L in n ik  könyv
V I I I ,  IX, X, XI. f e je z e te in e k  e lő a d ó ja
Tomkó J ó z s e f
Lehman könyv
V. f e j e z e t :  C sáki P é te r
V I. " : 1 . / ,  2 . / ,  5 . /  pon tok : Tomkó Jó z se f
I I .  S z to c h a s z tik u s  fo lyam atok  szem inárium . Minden sz e rd á n  
( f e b r u á r - ju n iu e )  d .e .  l l h- t ó l  15h - l g  a s z to c h a s z t ik u s  
fo ly am ato k  e lm é le te  tá rg y k ö rb ő l .  I s m e r te té s r e  k e r ü l t  
Doob: " S to c h a s t ic  p ro c e s s e s"  é s  Glhman-Szjcorohod:
"V edenij e  v t e o r i j u  s z lu c s a jn ü k  p ro ce ssz o v "  c .  könyvek 
egyes f e j e z e t e i .  Előadók v o l ta k :  Knuth E lő d , Krámli 
A ndrás.
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